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DISCOURS  PRÉLIMINAIRE. 


Ce  Traité  qui  doit  comprendre  deux  parties  dont  la 
seconde  paraîtra  incessamment ,  compte  deax  éditions  , 
Tune  en  un  yolame  in-8<>y  faisant  partie  du  Cours  d^ 
Bezout,  l'autre  in-4^y  que  je  publiai  comme  professeur  à 
l'École  Polytechnique  ,  et  qui  fut  en  totalité  distribuée 
aux  élèves  de  cette  École.  Je  songeais  depuis  longtems 
à  cette  troisième  édition;  mais  d antres  occupations  et  un 
concours  de  circonstances  peu  favorables  au  débit  d'un 
ouvrage  qui  sort  du  cadre  des  élémens ,  m'avaient  déter- 
miné à  l'ajourner  :  cependant  j'ai  cédé  k  la  crainte  d'être 
prévenu^  et  aux  désirs  de  quelques  professeurs  et  de  plu- 
sieurs élèves ,  et  je  suis  revenu  d  autant  plus  volontiers 
à  mon  projet,  que  j'avais  repris  et  completté  la  rédaction 
du  Calcul  différentiel  à  l'occasion  d'un  cours  sur  cette 
matière  que  je  fis  l'année  dernière  à  plusieurs  de  mes 
élèves  y  en  sorte  qu'il  ne  me  restait  que  le  travail  de  la 
re vision  des  épreuves. 

lai  pris  pour  texte  de  cet  Ouvrage  la  Théorie  des 
Jonctions  analytiques  de  l'illustre  M.  Lagrmige  ,  en  en»- 
plojant  cependant  la  notation  de  Leibnitz  ,  adoptée  par 
tous  les  géomètres  du  continent  ;  j'ai  ajouté  des  déve- 
loppemens  indispensables  y  et  j'ai  multiplié  les  exemples 
qui  sont  les  vérîtaUes  interprètes  des  théoiries.  Ce  Traité 
est  divisé  en  chapitres.  J'observerai  seulement  qu'ayant 
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eu  jasga'à  la  fin  de  l'impressioa  le  projet  de  ne  donner 
que  le  calcul  différentiel,  j'ai  fait  entrer  ici  des  choses 
qui  seraient  mieux  placées  dans  le  calcul  intégral.  Au 
reste  y  il  conviendrait  peut-être  de  mener  ensemble,  au 
moins  jusqu'à  un  certain  point ,  ces  deux  branches  de 
calcul. 

L'Ouvrage  contient  vingt-cinq  chapitres  dont  les  qua-^ 
torze  premiers  sont  consacrés  à  l'exposition  des  principes, 
et  les  onze  derniers  aux  applications  k  la  géométrie.  A 
Timitation  de  M.  La  grange  y  je  commence  par  le  déve- 
loppement de  /(a:  +  Oi  c'est-à-dire  ,  par  la  démonstra- 
tion  de*  la  formule  de  Taylor  qui  fournit  cette  consé- 
quence importante  que  toute  fonction  d'une  seule  variable 
comporte  une  différentielle  de  la  forme  Fax  ,  dont  le 
coefficient  jR  ne  devient  ni  nul ,  ni  infini  ,  tant  qu'on 
n'assigne  à  la  variable  aucune  valeur  particulière  *,  de  la 
formule  de  Taylor  y  je  déduis  celle  de  Maclaurin.  Tel 
est  le  résumé  des  deux  premiers  chapitres. 

On  trouve  dans  les  chapitres  troisième  ,  quatrième  , 
cinquième  et  sixième  ,  la  différentiation  des  quantités 
algébriques  et  transcendantes  à  une  seule  variable,  et  celle 
des  équations  entre  deux  variables  dont  l'une  est  consé- 
quemment  fonction  de  l'autre.  A  Tégard  des  transcen- 
dantes ,  j'ai  obtenu  la  différentielle  première  y  ou  plutôt 
le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre,  par  deux  pro- 
cédés différens  :  i^.  en  développant,  par  les  méthodes 
connues  y  la  fonction  variée  jusqu'au  terme  inclus  dç  pre« 
mière  puissance  de  l'accroissement^  qui,  d'après  la  défi- 
pi(ion^  est  la  différentielle  première  de  laquelle  on  déduit 
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les  saivantes  et  les  coefficiens  différentiels  de  tous  les 
ordres  \  en  Sorte  qoe  les  développemens  indéfinis  des 
fimctions  variées ,  n'exigent  que  le  calcul  des  deux  pre*- 
miers  terines  ;  a<>.  en  partant ,  comme  Ta  fait  M.  Poisson , 
d'une  propriété  caractéristique  dé  chaque  fonction  trans^ 
eendante,  et  développant^  d'après  le  théorème  de  Tiryhi^j 
Ton  de9  membres  de  l'identité  qu'elle  fournit^  ce  qi^i 
donne  la  (onction  elle-même  développée  suivant  les  puis« 
sanoes  de  la  variable,  dont  les  coefEciens  fonctions  d'une 
antre  variable  combinée  aVec  la  première  dans  la  carac-' 
téristique,  doivent  être  égalés  à  des  constantes;  et  comme 
on  prouvé  que  toutes  ces  constantes  ne  sont  que  les  puis- 
sances de  la  première  qui  demeure  arbitraire  j  on  a  déjà 
le  développement  de  cbaque  fonctiou  suivant  les  puis* 
MDces  de  la  variable ,  sauf  l'évaluatioB  de  ce  coefficient 
indéterminé^  ce  qui  ne  présente  pas  de  difficultés.  D'ail- 
leurs ,  les  égalités  précédemment  obtenues  renferment  les 
coefficiens  différentiels^  d'une  fonction  absolument  som> 
blable  à  la  proposée. 

Le  chapitre  septième  offre  les  formules  à  l'aide  des^ 
quelles  on  rapporte  les  expressions  et  les  équations  diffé^ 
rentielles  k  différentes  variables ,  formules  qui  sont  du 
plus  grand  usage  dans  les  applications  du  calcul  diffé- 
rentiel k  la  géométrie  et  à  la  mécanique.  Ici  nous  en 
montrons  l'emploi  dans  quelques  questions  d'analyse. 

Le  chapitre  huitième  qui  traite  des  équations  déri- 
vées et  des  constantes  arbitraires  ^  aurait  été  renvoyé  au 
calcul  intégral  auquel  il  appartient  ^  si  je  n'avais  eu 
d'abcHrd  le  projet  de  m'en  tenir  au  calcul  différentiel. 
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J'ai  traité  i(vec  beaucoup  de  soin  ^  dans  le  neuvième 
chapitre ,  le  cas  en  défaut  du  développemeut  de/(j:  +  /), 
qui  s'offre  fréquemmeot  dans  les  applications  à  la  géo* 
niétrie  ,  où  Ton  considère  des  points  particuliers  d'une 
courbe  et  conséquemment  des  valeurs  particulières  de 
l'abscisse,  pour  lesqnelles  les  coefûciens  différentiels  de*» 
vienaent  infinis,  circonstance  qui  avertit  que.  le  déve- 
loppement àe  f{x  +  i)  ne.  doit  plus,  ainsi  qu'on  Ta 
supposé,  procéder  suivant  les  puissances  entières  et  posi-^ 
tives  de  l'accroissement  de  la  variable. 

La  recherche  des  valeurs  vraies  des  fractions  qui  de- 
viennent zéro  divisé  par.  zéro  dans  une  seule  hj'pothèse 
faite  sur  :;: ,  et  la  décomposition  des  fractions  ration- 
nelles en  fractions  simples ,  sont  le  sujet  du  onzième 
chapitre.  Dans  le  fait,  la  dernière  question  rentrant  dans 
la  première,  j'ai  dû  passer  de  l'une  à  l'autre,  quoiqu'assez 
ordinairen^ent  on  ne  traite  la  décomposition  que  dans  le 
calcul  întégtal. 

On  a  vu  que  toute  fonction /"(jc -f- 1)  se  développe 
dans  one  série  qui  va  à  l'infini ,  à  moins  que  lès  fonc- 
tions dérivées,  c'est* à- dire,  les  coeffîoiens  différentiels 
di£  fx y  ne  devielment  puis ,  ce  qui  a  lieu  lorsque^  est 
une  foltction  rationnelle  et  entière  de  Ja  variable  x\  tant 
que  ce  développement,  ne  sert  ^qu'à  la  génération  des 
fonctions  dérivées,  il  est  indifférent  que  la  .série  aille 
ou  non  à  l'infini -,  c'e^t  ce  qu'on  peut  encore  dire,  lors- 
qu'on ne  considère  le  développement  que  comme  une 
simple  transforcpation  analytique  de  la  fonction;  mais  si 
l'oi^  veut  l'employer  pour  avoir  la  valeur  de  la.  fonction 


^ 


s,    f 


pe1limi9ài&e.  ix 

* 

dans  les  cas  particuliers ,  comme  offrant  nne  expression 
d'une  forme  plus  simple  ,  k  raison  de  la  quantité  i  qui 
se  trouve  dégagée  de  dessous  la  fonction ,  alors  ne  pou- 
▼int  tenir  compte  que  d'un  certain  nombre  plus  ou  moins 
^nd  de  termes  ,  il  est  iinportant  d'avoir  un  moyen 
d'évaluer  le  reste  de  la  série  qu'on  néglige  y  ou  du  moins 
de  connaître  les  limites  de  l'erreur  qu'on  commet  en  né- 
gligeant ce  reste.  La  détermination  de  ces  limites,  ajoute 
M.  Lagrange  y  est  sur-tout  d'une  grande  importance  dans 
l'application  de  la  méthode  des  fonctions  à  l'analyse  des 
courbes  et  a  la  mécanique  ,  pour  donner  à  ces  applica* 
tions  la  rigueur  de  l'ancienne  géométrie.  Dans  le  onzième 

• 

chapitre,  j'ai  donné  ces  limites  de  deux  manières-,  d'abord 
d'après  M.   Lagrange  (  Calcul  des  fonctions  )  ,  ensuite 

• 

en  partant  d'un  développement  obtenu  à  l'aide  de  Tinté- 
gration  |>ar  parties  ,  ce  qui  ne  suppose  que  l'emploi  de 
cette  formule  Juàs^  =  ii(^  ^^fvàuy  dont  on  reconnaît 
l'identité  par  la  différentiation. 

Le  douzième  chapitre  ne  contient  que  des  applications 
da  calcul  différentiel  aux  dévcloppemens  en  séries  des 
ibnctions  d'une  seule  variable  y  et  il  est  terminé  par  une 
application  de  ce  calcul  à  la  formation  de  l'équation  Gnale 
rcfialtant  de  l'élimination  de  x  entre  deux  équations  en 
X  feX  y  y  Tune  du  degré  m  ,  l'autre  du  second  degré  seu- 
lement^ ce  qui  n'est  ^  à  la  vérité  ,  qu'un  cas  particulier^ 
mais  qui  cependant  peut  se  présenter  assez  souvent  J'au- 
rais peut-être  mieux  fait^  pour  ne  pas  interrompre  l'expo- 
sition «des  principes ,  de  rassembler  dans  un  seul  chapitre 
toutes  les  applications  du  calcul  différentiel  aux  questions 
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d'aoaljrie ,  et  de  commencer  aii»i  la  seconde  section  de 
ce  Traité.  / 

Dans  les  treizième  et  quatorzième  chapitres  qui  ter« 
minent  l'exposition  des  principes^  je  considère  les  fbnc- 
tiens  d'un  nombre  quelconque  de  variables  indépendantes; 
je  démontre ,  d'après  M.  Laplaee  j  le  théorème  des  fonc- 
tions homogènes  ;  je  fais  quelques  applications  à  des 
questions  d'analyse ,  et  j'assigne  encore  par  les  deux  mé- 
thodes employées  plus  haut*^  les  limites  des  développe- 
mens  de /(oî  +  i,  ^  +  A:)  ety(x,j),  les  seuls  dont 
on  fasse  usage  dans  les  applications  à  la  géométrie. 

La  méthode  des  tangentes  est  le  sujet  du  quinzième 
chapitre  qui  est  le  premier  des  applications  du  calcul 
différentiel  à  la  géométrie.  Suivant  les  anciens  géomètres, 
dit  M.  Lagrange  y  une  ligne  droite  est  tangente  d'une 
courbe,  lorsqu'ayant  un  point  commun  avec  cette /courbe  ^ 
on  ne  peut  mener  par  ce  point  aucune  autre  droite  entre 
elle  et  la  courbe  *,  c'est  par  ce  principe  qu'ils  ont  déter- 
miné tes  tangentes  dans  le  petit  nombre  de  courbes  qu'ils 
ont  considérées;  mais  depuis  que  par  l'application  de 
l'algèbre  k  la  géométrie ,  les  courbes  ont  été  soumises  à 
Tanalyse  ;  on  a  envisagé  les  tangentes  sous  d'autres  points 
de  vue  ;  on  les  a  regardées  comme  des  sécantes  dont  les 
deux  points  se  réunissent,  ou  comme  des  prolongemens 
des  côtés  infiniment  petits  de  la  courbe  considérée  comme 
un  polygone  d'une  infinité  de  côtés,  etc.  Dans  le  chapitre 
suivant,  nous  traiterons  le  problème  des  tangentes  sous  le 
premier  point  de  yne^  et  dans  celui-ci^  nous  regardons  la 
tangente  comme  une  sécante  dont  les  intersections  se  réu- 
nissent. 


Dans  le  chapitre  seizième ,  des  contacts  et  det  déve« 
kppées  des  courbes  planes  ^  <[Qi  comprend  ^  comme  cas 
partiealiers ,  le  problème  des  tangentes  et  celui  dn  cercle 
Ofcolatenr  ou  de  courbure ,  on  est  conduit  à  la  théorie 
dei  asymptotes  rectilignes  et  curvilignes  des  courbes,  eu 
considérant  les  cas  particuliers  dans  lesquels  le  dévelop* 
pement  de  f{JO  +  i)  échappe  à  la  forme  générale ,  ce 
qoi  arrive,  comme  nous  l'avons  dit,  lorsque^  pour  une 
valeur  donnée  de  x,  les  eoefficiens  différentiels  deviennent 
infinis ,  et  les  puissances  de  t  sont  autres  que  des  nombres 
entiers  positifs.  Quelques  développemens  et  sur-tout  des 
exemples  nous  ont  paru  nécessaires  pour  l'intelligence 
de  oe  point  de  théorie.  C'est  dans  cette  théorie  des  con- 
tacts, qnon  fait  un  premier  emploi  des  limites  du  déve- 
ioppenient  de  Taylor^  lorsqu'on  veut  prouver  que  si  une 
courbe  donnée  est  touchée  par  une  autre  courbe  dont 
rétjuation  contient  n  constantes  arbitraires  déterminées 
en  vertu  des  égalités  entre  pareil  nombre  des  premiers 
termes  des  développemens  de  leurs  fonctions  en  x  +  i  ^ 
X  étant  l'abscisse  du  point  de  contact ,  aucune  autre 
couri)e  dont  l'équation  aurait  moins  de  n  constantes  arbi* 
traires ,  ou  pour  laquelle  le  même  nombre  d'égalités  n'an- 
nit  pas  lieu  ,  ne  peut  passer  entre  les  deux  premières. 

Lorsqu'on  vent  assigner  Taire  comprise  entre  l'arc  d'une 
courbe  plane,  Taxe  des  abscisses  et  les  deux  ordonnées 
qui  la  terminent,  c est-à-dire ^  la  forme  de  la  fonction 
en  X  qui  la  représente ,  on  suppose  à  l'abscisse  x  un 
accroissement  i ,  et  on  a  une  autre  aire  dont  la  différence 
»vec  la  première ,  est  une  nouvelle  aire  curviligne  ayant  i 
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pour  base  ,  laquelle  est  toujours  comprise ,  quelque  petit 
que  soit  i,  entre  les  aires  de  deux  rectangles  ayant  même 
base  I  \  et  conséquemment  la  différence  entre  Taire  cur- 
viligne et  l'une  quelconque  de  cellès-ci>  doit  être  moindre 
que  la  différence  entre  ces  deux  dernières.  De  cette  iné- 
galité énoncée  au  moyen  des  développemens  limités,  on 
déduit  le  coefficient  différentiel  de  la  fonction  encore 
inconnue  et  représentative  de  Taire  ,  en  sorte  que  l'inté- 
gration que  nous  n'effectuons  ici  que  dans  des  cas  très- 
simples,  fait  connaître  la  fonction.  Dans  la  rectification 
de  Tare,  on  cberche  encore  deux  limites  entre  lesquelles 
soit  toujours  compris  l'accroissement  de  Tare  correspon- 
dant à  l'accroissement  de  /  ei  de  x  dans  la  fonction  qui 
représente  l'arc  à  rectifier,  et  alors  par  un  raisonnement 
semblable  à  celui  qu'on  a  fait  pour  Taire ,  ou  découvre 
le  coefficient  différentiel  de  la  fonction  à  laquelle  on 
repasse  par  l'intégration.  Ces  formules  pour  la  quadi^ature 
et  la  rectification  des  courbes  planes  avec  quelques  appli- 
cations, sont  données  dans  le  chapitre  dix- septième. 

Dans  le  dix- huitième  chapitre,  on  se  propose  de  re- 
chercher les  plus  grandes  et  les  moindres  valeurs  d'une 
fonction  d'une  seule  variable ,  question  qui ,  quoiqu'indé- 
pendante  de  la  considération  des  tangentes  ,  peut  néan- 
moins s'y  rapporter-,  en  effet,  à  la  seule  inspection  de 
la  courbe  qui  est  le  tableau  des  valeurs  de  la  fonction 
représentées  par  l'ordonnée,  on  voit  que  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  valeur  de  la  fonction  ,  ne  peuvent  être 
que  celles  qui  répondent  aux  points  dont  les  tangentes 
sont  parallèles  à  l'axe  des  abscisses ,  et  que  le  maximum 
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a  Heu  si  la  courbe  présente  sa  concavité  à  Taxe  ,  et  le 
minimum  y  si  elle  présente  sa  convexité  au  même  axe  : 
or  ,  les  expressions^  des  coordonnées  du  centre  du  cerclé 
de  courbure ,  rapportées  aux  points  où  la  tangente  est 
prallèle  à  Taxe  ^  servent  à  distinguer^  par  le  signe  de 
j^,  si  la  courbe  est  concave  ou  convexe ,  et  conséquem* 
ment  »  s'il  j  a  maximum  ou  minimum.  Ainsi  la  question 
serait  généralement  résolue  j  si  la  fonction  y^^  ne  deve- 
nait jamais  nulle  pour  la  valeur  de  Tabscisse  qui  rend  la 
fonction  plus  grande  ou  moindre  ;  mais  comme  la  chose 
peut  arriver ,  on  a  été  obligé  de  recourir  à  une  autre 
solution  de  la  question  ,  qu'on  a  tirée  de  la  série  de 
Taylar^  sans  la  considération  intermédiaire  des  courbcF. 
Noos  avons  aussi  considéré  le  cas  où  la  valeur  de  x  ^ 
tirée  de  l'égalité  à  zéro  du  coefficient  différentiel  du 
premier  ordre  ,  rendrait  infini  l'un  des  coefficiens  diffé* 
rentiels  qui  doivent  rester  pour  le  maximum  ou  le  mt- 
nimum. 

Le  .dix*neuvième  chapitre  traite  des  points  singuliers 
qui  sont  les  points  multiples^  les  pointa  conjugués^  les 
limites  des  courbes  dans  le  sens  des  ordonnées  et  dans 
celoi  des  abscisses ,  et  enfin  les  points  d'inflexion  et  ceux 
de  rebronssement.  Le  calcul  différentiel,  dit  M.  Poisson  y 
fournit  des  règles  certaines  pour  trouver  les  points  d'une 
courbe,  qui  peuvent  étro  des  points  singuliers ,  lorsqu'on 
connaît  l'équation  de  cette  courbe  *,  mais  pour  reconnaître 
si  les  points  de  la  courbe  y  indiqués  par  le  calcul  différen- 
tiel y  sont,  effectivement  des  points  singuliers  y  ainsi  que 
pour  en  reconnaître  la  nature  y  il  n'y  a  pas  de  mojen 
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pluft  assuré  y  du  moins  en  général,  que  de  discuter  le  cours 
de  la  courbe  aux  environs  de  ces  points.  Dans  les  poinU 
d'inflexion  qu'il  importe  plus  particulièrement  d'examiner , 
y^  devient  nul  ou  infini ,  ce  qui  annonce  un  passage  d# 
la  concavité  de  la  courbe  à  la  convexité  y  ou  réciproque- 
ment-^  mais  ici^  comme  dans  les  autres  cas,  Tinrerse  n'a 
pas  lieu.  En  effet ,  un  point  d'inflexion  est  absolu  par  sa 
nature  ,  c'est-à-dire ,  qu'il  reste  tel ,  quel  que  soit  le  sys-^ 
téme  d'axes  auquel  on  rapporte  la  courbe;  mais  en  dé* 
plaçant  les  axes^  il  peut  arriver,  et  il  arrive^  en  effet ,  que 
tel' passage  da  la  concavité  k  la  convexité,  et  réciproque-^ 
ment^  cesse  d'avoir  lieu;  ainsi,  dans  un  point  d'inflexion  « 
ce  passage  n'a  pas  toujours  lieu ,  et  ce  cas  d'exception  paraît 
arriver,  lorsque  l'axe  de  la  variable  indépendante  passe 
par  ce  point  ;  c'est  ce  que  nous  avons  montré  par  des 
exemples. 

Dans  le  vingtième  chapitre,  où  il  est  question  des  courbes 
polaires^  après  avoir  traduit  dans  ces  coordonnées  les  ex- 
pressions de  la  sous-tangente  et  de  la-  sous-normale  y  et  les 
équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  ,  nous  avons 
donné  en  cocMrdonnées  polaires  les  expressions  usuelles 
des  soQS-tangenles  et  sons-normales  comptées  sur  un  axé 
perpendiculaire  au  rayon  vecteur ,  à  partir  du  foyer ,  et 
celle  de  la  tangente  de  Tangle  entre  ce  rayon  et  la  tan* 
gente  ;  puis  nous  avons  passé  à  la  recherche  du  rayon 
et  du  sous-rayon  de  courbure  ^  et  aux  formules  des  aires 
et  de  la  rectification  des  courtes  planes;  nous  avons  en- 
suite recber^é  les  équations  et  les  principales  propriétés 
des  spirales  d'Arcbimède  >  hyperbolique ,  logarithmique  i 
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et  de  la  courbe  trisectrioe  \  et  enfin  noos  ayons  erposé  la 
génëration  et  donné  les  équations  des  conrbes  conckoïde, 
cissoîde  y  logarithmique ,  sinusoïde  ^  quadratrice  et  tro- 
ciloide. 

A  la  suite  d^s  courbes  planes  qui  appartiennent  u  la 
géométrie  de  deux  dimensions ,  nous  avons  considéré  les 
surfaces  courbes  et  les  courbes  à  double  courbure  qui 
rentrent  dans  la  géométrie  à  trois  dimensions.  Par  rappoit 
aux  surfaces  y  nous  avons  donné ,  dans  le  viogt-onième 
cbapitre ,  i^.  Texpression  d'un  volume  \  a<>.  celle  d'une 
sorfâce ,  Tune  et  l'autre  de  révolution.  Ici  ^  comme  dans 
la  quadrature  et  la  rectification  des  courbes  planes  y  après 
avoir  représenté,  par  une  fonction  de  l'abscisse,  le  volume 
ou  la  surface  ,  nous  avons  recherché  deux  volumes  et 
deux  surfaces  qu^on  sache  exprimer ,  et  qui  ^  quelque 
petit  que  ^oit  l'accroissement  de  la  variable  contenue 
dans  la  fonction^  interceptent  toujours  le  volume  et  la 
surface  représentée  par  la  fonction  variée  diminuée  de  la 
fonction  primitive.  Alors  au  moyen  de  l'mëgalité  formée 
des  différences  entre  la  grandeur  moyenne  et  Tune  des 
limites  et  les  deux  limités  y  nous  avons  découvert  le  coef-- 
fieient  différentiel  de  chacune  des  fonctions  représen- 
tatives dû  volume  et  de  la  surface  de  révolution.  Dans 
cee  solutions,  nous  avons  fait  usage  des  limites  de  la 
%hAe  de  Tuylor.  Nous  avons  ensuite  recherché,  i^.  la  for- 
mule de  l'aire  d'un  cylindre  droit  ^  compris  entre  un  arc 
d'une  courbe  k  double  courbure^  sa  projection  horisontale 
et  les  deux  ordonpéés  verticales  exlrémes  *,  s^.  «elle  de 
vectification  d'un  atc  de  cette  courbe.  Or,  la  solution  de 
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ces  deux  gestions  devient  facile^  en  considérant  la  courbe 
de  projection  sur  le  plan  horisontal  de  la  courbe  à  double 
courbure ,  comme  Taxe  curviligne  de  cette  courbe  sur  le- 
quel on  compte  les  abscisses ,  à  partir  d'un  point  fi^Le , 
les  ordonnées  étant  les  arêtes  verticales  du  cylindre  droit 
ajant  l'axe  curviligne  pour  contour  de  la  base  ;  car  en  sup- 
posant que  l'arc  qui  sert  d'axe  des  abscisses ,  soit  étendu 
en  ligne  droite,  on  est  ramené  aux  problèmes  de  la  qua- 
drature et  de  la  rectification  des  courbes  planes.  Quelques 
applications  terminent  ce  chapitre. 

Le  chapitre  vingt-deuxième  offre  la  Théorie  des  contacts 
et  des  développées  des  courbes  à  double,  courbure.  Après 
avoir  préliminairement  trouvé  les  équations  de  la  tangente 
à  une  courbe  à  double  courbure  et  celle  du  plan  nor- 
mal, nous  avons  recherché  les  formules  du  rayon  du 
cercle  osculateur  et  des  coordonnées  de  la  courbe  des 
centres  -,  nous  avons  prouvé  que  cette  courbe  des  centres , 
ne  serait  une  développée  que  dans  le  cas  où  la  courbe 
proposée  serait  toute  entière  dans  le  même  plan.  Au  reste , 
pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  cette  matière ,  nous  avons 
démontré  ,  d'après  M.  Monge  (  i  Théorie  des  surfaces 
courbes  et  des  courbes  à  double  courbure)^  une  suite 
de  théorèmes  sur  les  développées  des  courbes  planes  et 
à  double  courbure^  ensuite,  et  toujours  d'après  M.  Mouge^ 
nous  avens  résolu  ces  deux  questions  :  étant  données  les 
équations  d'une  courbe  à  double  .  couibure  ,  trouver  y 
i<>.  [celle  de  la  surface  développable ,  qui  est  le  lieu 
géométrique -de  ses  développées;  a»,  celles  de  l'arête 
de  rebroussemenl  de  la  même  surface;  et  nous  avons  été 


eoa^iàiiB  iie  nôitteâii  a  iaJCbnnnle  4ë)tt  tibleiitié  do  rayon 
de  eeurbure.  Enfin ,  aprâLaToir  déioi  iee  pointa  de  simple 
et  de  dquble  iaflettonr  desoefifbea  4  ^nMècénrbare  , 
BOUS  dçNMMa  le»  formulea^  cfui  •foat  (roovér  te9  points  en 
ttéop^  tPQl»  qua  eejM  de.'rel>r4>ttaaenient# 
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Dans  le  .Yingt-troiatémé  ëhapïtrë  où  it  est   question  des 
anrfaces  «ourfces^  nous  dbiinoas'd^àbbrd  les  équatiobs  dn 
plan  langent  et  de  la  normale ,  'et  les  expressions  des 
tangentes  de  l-inclinaison  da  plan  tangent  sur  le  plan 
honsonlal ,  et  de  f  angle*  de  k  trace  horisohtale  de  ce  pifin 
aiFec  }*axe  d<*s  abscisses  ,  pais  celles  des  cosinus  des  anglea 
de  la  noraciale  ovec  les  trois  aies.  Nous  étendons  ensuite 
-aax   surfaces   courbés  la'  théorie   des   contacts  ,  exposée 
rdatifement  aux  lignes  toourbes,  et  nous  démontrons , 
1^.  qtrtt  existé,  pour  dtaqne  point  d'oné  surface  courbe, 
^daax  lignes^  rùne  de  plus  grande  et  l'autre  de  moindr^i 
-p«nt<!  #n*<^ooi%are,  qui  se  eoupent  à  angles  droits  ;  a<>.  qqê 
ces  courbes  sont  les  seules  sur  la  surface  qui  puissent 
a^r  nne^dévéi^ppée  formée"par'les  centres  de  courbure. 
Nous  terminons  ce  tfaapitre  par  Tes  é'quaïions  dés  sur- 
faaee  e^rlindrique-,  eoiiique  et  de  révolution ,  déduites  de 
la  considération  du  plan  tangent: 

*  ,  lii^nquHl  f'4git:de1a  anbatnre  des  soKdto  en  général . 
.pu  assigne  aitétaaenft  las  éxpresaions  de^  ^deux  irolumes 
eptre  lesqMjsU  ^Mt  l^ufonca  compris  1-aocrbissement  du 
.Tolnne /cberishàt  c'e«ti4-dioa,  4ieloi  qui  /appuie  sur  le 
-fafi|angl0  des  aMTobà^iiens  des  variables  ihdépendânles 
;et  qui  se  termine  ^  la  surface  çoo«be ,  en  sorte  qu'on  peut 
&rq|#r.  me«ié|^é'fai  derftBt^foir  Kén^  quelque  petits 
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^ne  «qifpt  l#p  «Ocroftieiiieiis  des  vamblas  ind^Mdalifcs , 
4azuiQ  lo.  cpofBcUot  différentiel  du  .second  ordre  de  hi 
f()nctioa  «açi^tinue  {>ar  ladjnelle  on  a  représenté  le.  Toltim^* 
^aift  In  reohfvobd .  dei  limites  à  des  diffioaltés  parrap- 
port  &  la  portion,  de  sorface  qni  reconvre  le  yolnme^  et 
M.  Lagrange  n'a  pas  trfûté  cette  question  T  pour,  la  ré* 
spndre  d'aptës  les  rpêmes,  principes ,  j'ai  d abord  supposé 
la  portion  '  de  surface  qui  recquvre  le  parallélipipèdei  qui 
s^appoie  sur  le  reclanjfj;le  des  accroissemens  des  variables 
judépendantes ,  toute  entière  conqwe  ou  coayere  vers  le 
planjiorisontalj  et  telle  qu'elle  iie.reniejrme  pas  de  points 
singuliers^  et  j'ai  démontré  que  c^te.  surface  parallélo- 
grammique  eat  comprise  entre  celles  des  .deux  parallélo- 
grammes tançens^  menés  par  ^cs  |çitr^9oilfé8  de  lu  plus 
grande  et  de  la  plus  .petite  ordonnée,  et  inecrlf^^  entre 
les  faces  du  paraUéJi|ipède^  alprs  Jl,  fic;st|ijt.à  éff hier  ces 
limites  j  cela  fait w, on  obtenait,  cpiitiiie  danpi, l^xns  précé- 
dent,  le  coefficiitot  différentiel  du.sfc^d  ordre  de  la 
fonctioA  par  laquelle  on  a  jrepré^té  la  jf^'fàQe.  Dans  ces 
deux  questioi^s,.  qui  sont  Je.  sujet  dn  vingt -quatrième 
chapilce^  on  emploie  les  limitea.des  déyeloppeinens  d'^u^ 
fonction  de  deux  variables.       i  •     . 

En6n  ,  le  dernielr  diapitre  de  'FOuvrage  i  consent 
\à  théorie  à^es  plus  grandes  et  des  nkoindres  fonctions  dé 
^deux  et  d'un  nombre  qoftlcoiiqioe  de  variables  iridépen^ 
.dantes.  J'ai  considéré  le  bas  oi.  il  existait  entre  ptusieurs  de 
ces  variables  une  ou  plusieurs,  relations  données  t]ni  doivent 
£tre  en  plus  petit  nombre  que  ces  variables,  et  celui  où  les 
coefficiens  différentiels  prei^Àt  des.  valeurs  infinies.     ^ 


^«^ 
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•  Il  me  reste  k  parler  dés  ilotes  qoi  sont  h  la  suite  de 
VOuFiâge.  Celleft  qui  se  rapportent  au  tcite  ,  sont  an  * 
nombre  de  quatre  :  la  première  renferme  une  démons<» 
UiOoa  du  théorème  de  Taflor ,  due  à  M.  Poisson ,  et 
OMMÎgnée  dans  la  Correspondance  sur  V École  Polytech^ 
nifue  ;  dans  la  seconde,  je  donne ^  d*après  M.  Lagraûge 
(Calcul  des  fimcUons)^  noe  détermination  annoncée  dans 
le  texte ,  du  coefficient  qui  reUter  indéterminé  dans  la 
série  du  sinils  suivant  les  piës^anèes  de  Tard^^ana  la 
troisième ,  je  démontre^  ainïi  qoe  je  Tai  encore  annoncé 
dans  rOu?rage ,  que  quel  que  soit  Teiposant  d'nn  oi« 
nome ,  le  coefficient  nàmériquè  du  second  terme  du  dé- 
Teloppement  )  est  ton  jours  égal  è  cet  «i:po8ént;  enfin  ^ 
oomine  le  théorème  Aii  limites  des  dévelbppemens  des 
Iboolions  d'une  et^de  deun  variables ,  seH ,  comm»  on  Fa 
vn^^e^Condement  aux  applications  du  calcur  différentiel / 
j'en  donne  une  nouvelle  dëmonltration  tirSe  ia  grand 
Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral  de  K.  Lacroix p 
qai  a  paru  au  moment  où  Ton  imprimait  ces  notes.  ^ 

J'ai  pensé  qu'il  convenait  de  faire  connaître  la  méthode 
infinitésimale  et, celle  des  limites^  parce  que^  dans  la 
mécanique  et  dans  coûtes  les  applications^  on  emploie  tou- 
jours la  première^  et  qu'assez  généralement  on  exposé  le 
aalcul  différentiel  parla  seconde.  Ainsi  j'ai  refait^  par  lea 
infiniment  petllH,  non*8eulementJaa. chapitres  de  l'Ouvrage 
que  leur  emploi  abrégeait,  mais  encore  d'autres  solutions^ 
dans  le  seul  but  de  familiariser  le  lecteur  avec  ces  considé- 
rations. De  cette  manière,  l'identité  ^e  la  méthode  du  texte 
ci  de  la  métbiode  iofînitésifiale  étant  prouvée  par  celle  des 
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résultats^  j'ai  été  dispensé  de  i|i*éléiidre  sur  les  ^peineipesde 
•  celle-ci  »  qu'on  trouve  dvcutés  avec  une  Mre  sagacité  dans 
un  excellent  écrit  de  M.  Camoty  ajant  pour  thre  :  Ri'^ 
flexions  sur  la  métaphysique  d^  éàlemi  infinitésimal  ou 
différentiel.  Quant  k  la  seconde  méthode  généfalement 
adoptée  dans  renseignement ,  il  me  aemble  qkie  ce  qiie  j'en 
ai  dk  ^8u£Ët  pour  mettre  le  Fe^teur  enf  état^de  fiiîre  bri-méme 
le  calcul  différentiel  par  les  limites.  Ici  )'ai  démontré  ^ 
d'après  MM.  Ampère  et  Binel  uini^  ({oe  tonte  fonction 
d'une  seule  variable  comporte  Ime  différenHielle  peemiére^ 
qui  ne  peut .  devenir  nulle,  ou  infinie  tant  qu'on  laisse  la* 
variable  iudétenninée ,  théoréiûe  fondamental  Mrsqu^on* 
vept  débuter  par  les- régies  de  la  différentialiod  ^  à  la  suite' 
desquelles  je  donne    une  déaaidnsleation  de  la  série  de* 
Taylory  encore  dae  k  M.  Amp^f  et  qui ,  dana  cette 
nouvelle  distribution  des  maUétea ,  ne  devient  néccsiUre' 
que  Ipr^q^'on  pats^  w%  applicali<HM. 
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LEGOWS 


DE 


CALCUL  DIFFERENTIEL. 


NOTIONS    PRELIMINAIRES. 

jL^ans  TAigèbre  ordinaire^  on  distingue  les  quantités  en 
connues  et  en  inconnues  y  et  on  a  coutume  de  désigner  les 
unes  par  les  premières  lettres  de  Palphabet ,  et  les  autres  par 
les  dernières. 

L'application  de  l'algèbre  à  la  théorie  des  courbes^  a  fait 
d'abord  distinguer  les^qu^^ntités  qui  entrent  dans  l'équation  d'une 
courbe)  en  données^  telles  que  les  axes,  les  paramètres ,  etc., 
et  en  indéterminées»  Depuis,  on  a  envisagé  ces  mêmes  quan- 
tités sous  l'aspect  plus  naturel  de  constantes  et  de  variables. 
Une  expression  analj^tique  de  forme  quelconque ,  qui  ren- 
ferme des  variables  et  des  constantes^  s'appelle  fonction  de 
ces  variables. 

Nous  désignerons  les  variables  de  la  fonction  par  x^y-,^}  ^^^'f 
et  les  ccmstantes  par  a ,  b ,  c  y  etc.  Pour  marquer  une  fosc* 
lion  d'une  seule  variable  comme  x^  nous  ferons  simplement 
précéder  celte  variable  de  la  caractérisliquey  ou  F^  sans  mettre 
en  évidence  les  constantes  qui  se  trouvent  combinées  avec  la 
variable  sous  le  signe ^on F;  mais  lorsqu'il  s'agira  de  désigner 

I 


%  Leçons 

la  fonction  d'une  quantité  déjà  composée  de  cette  variable  | 
comme  x*,..**a-^  bx y  etc.  ,  il  faudra  renfermer  cette  quantité 
entre  deux  parenthèses  :  ainsi  f  (x'^) ,  f  (a  +  bx)  etc.^  dési* 
gneront  des  fonctions  de  x*  y  de  «  -|-  ^x  ;  etc. 

Lorsqu'une  équation  entre  deux  variables  x  tt  jr y  est  ré« 
solue  par  rapport  à  jr^  par  exemple ,  en  sorte  qu'on  ait 

on  dit  quej^  est  unt  fonction  expliciie  de  x }  mais  êijr  dépend 
de  X  par  l'équation 

on  dit  que  y  est  une  fonclion  implicite  de  x. 

Celle  des  deux  variables  qui  est  sous  le  signe  de  fonction 
dans.j^siyxy  est  dite  variable  principale  ou  indépendanle y 
et  l'autre  est  la  variable  dépendante» 

n  y  a  lieu  aux  mêmes  distinctions  dans  les  fonctions  de  plu- 
sieurs variables  Xy  y  y  z  y  etc.  liées  par  une  seule  équation  ; 
cette  équation  peut  être  ou  n'être  pas  résolue  par  rapport  à 
Tune  des  variables,  et,  dans  le  premier  cas,  les  variables  qui 
sont  sous  le  signe  fonction ,  sont  dites  variables  principales 
ou  indépendantes  y  parce  que  des  valeurs  successives  attribuées 
à  celles-ci ,  dépendent  celles  de  la  variable  par  rapport  k  la- 
quelle l'équation   est  résolue. 

Les  fonctions  se  distinguent  encore  en  fonctions  algébriques  , 
fonctions  tran$cend(tntes ,  fonctions  intranscendantes* 

Les  premières  sont  celles  qui  peuvent  toujours  être,  rame- 
nées à  une  forme  rationnelle  sous  un  nombre  fini  de  termes. 

Les  secondes  -contiennent  des  exponentielleS|  des  logarithmes, 
des  lignes  trigononiétriques ,  dçs  arcs  de  cercle,  etc. 

Les  troisièmes  enfin  >  ainsi  nommées  ^ar  Leihnitz ,  parce 
qu'elles  tiennent,  pour  ainsi  dire,  le  milieu  entre  les  deux 


Dft  Calcul  DiFFinEMTiBL.  S 

premières  ^  sont  celles  dans  lesquelles  les  exposans  des  varia- 
bles sont  irrationnels ,  coniine  \/2  y  V  ^  7  ®^^*   -  ^ 

A  la  naissance  du  Calcul  différentiel ,  dit  Lagrange  j  on 
B'arait  pas  encore  une  idée  assex  étendue  de  ce  qu'on  entend 
Yu  JbncUon. 

«  Les  premiers  analystes  n'avaient  emplojré  ce  mot  que  pour 
t  désigner  les  difTérentes  puissances  d^une  même  quantité ,  et 
«  on  en  a  ensuite  étendu  la  signiiica'liou  à  toute  quantité 
«  formée  d'une  manière  quelconque  d'une  autre  quantité  \  il  est 
«  aujoupd'hui  généralement  adopté  pour  exprimer  que  la  va- 
•  leur  d*une  quantité  dépend  ^  suivant  une  loi  donnée ,  d'une 
«  ou  de  plusieurs  autres  quantités  données.  » 

«  Sous  ce  point  de  vue ,  ou  doit  regarder  l'algèbre  comme 
9  la  science  des  fonctions,  et  il  est  oisé  de  voir  que  la  réso- 
«  lution  des  équations  ne  consiste  ;  en  général ,  qu'à,  trouver 
«  \ts  valeurs  des  quantités  inconnues  eu  fonctions  déterminées 
«  des  quantités  connues.  CiSS  fonctions  représentent  alors  les 
c  opérations  qu'il  faut  faire  sur  les  quantités  connues  pour 
«  obtenir  les  valeurs  xle  celles  que.  l'on  cherche,  et  elles  ne 
«  sont ,  à  proprement  parler ,  que  le  dernier  résultat  du 
«  calcul.  » 

«  Mais,  en  algèbre  |  on  rie  considère  les  fonctions  qu^autant 
m  qu^elles  résultent  des  opérations  de  l'arithmétique  >  généra- 
M  lisées  et  transportées  aux  lettres ,  au  lieu  quC;  dans  le  calcul 
«  dont  il  va  être  question  y  ou  considère  les  fonctions  qui 
«  résultent  de  l'opération  algébrique  du  développement,  lors- 
c  qu'on  attribue  à  une  ou  plusieurs  des  quantités  de  la  fonc-» 
^  tion,  des  accroissemens  intlétermincs.  » 


/ 
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CHAPITRE    PREMIER. 

Déi^eloppement  de  f(x4-i)  suivant  les  puissances 
ascendantes  ,  entières  et  positives  de  i  ^  x  et  i 
étant  ifue/conques.  Un  terme  quelconque  de  ce 
développement  pei(t  être  rendu  plus  grand  que 
la  somme  de  tous  les  suivans. 

SoU  fi  une  fbnclion  quelconque  db  x  ;  si  on  augmente  x 
â^une  quantité  quelconque  ij  ta  fonction  variée  f(x4-î) 
pouna  toujours  se  développer  suivant  les  puissances  croissantes^ 
entières  et  positives  de  i ,  la  variable  x  restant  indéterminée  y 
c'est-à-dire  ,  ne  prenant  aucune  valeur  particulière. 

Il  s'agit  donc  de  démontrer  <pe;  lorsqu'on  ne  prononce 
rien  sur  x  ^  on  doit  avoir 

f{x+  i)  t=rfx  +  Pi  +  P'i*  +  PH^  +  etc. 

D'abord  puisque  ]ai  fonction  non  développée  /{x-^-i)  doit 
devenir /à:  pour  /r=o,  le  développement  doit,  sous  la  mémt 
hypothèse  ,  se  réduire  à  fx  qui  sera  conséquemment  son  pre- 
mier terme  ,  ou  le  terme  sans  t. 

Je  dis,  en  second  lieu,  que  ce  développement  ne  peut  com- 
porter un  seul  ternie  de  puissance  négative,  ou  fractionnaire  de  i. 

Supposons  d'abord  que  l'un  de  ses  termes  puisse  étre...« 

G  G  C* 

Ci^"^  ou  — -  :  pour  i=o,  le  terme  t-  deviendrait  —  =  00  • 

en  sorte  qu'on  aurait 

/a:  =  00     ou     - —  =  o  , 


/    *5" 


j>K  Calcul  différentiel,         '        ,  5 

^qnaHon  de  laquelle  on  tirerait  des  râleurs  particulières  à^  x , 
et  Von  a  supposé  que  la  variable  x  restait  indcteruiinée. 


m 


Passons  au    second  cas  ^    et    soit    l'un    des    termes  Gi  "^ 

n 

oa  G^i"*  i  il  est  clair  que  les  radicaux  qui  sont  dans  la 
/ooction  fx  y  st  retrouvent  tous  et  sous  les  mêmes  indices  dans 
f  {x -i-  î)  f  et  qu'ainsi  1^  fonctions  f  {x  ^i)  et  /x  pren- 
nent le  même  nombre  de  valeurs ,  en  observant  que  tout 
radical  a  autant  de  valeurs  différentes  qu'il  y  a  d'unités  dans 
son  exposant^  et  que  toute  fonction  irrationnelle  a^  par  con- 
séquent,  autant  de  valeurs  différentes  qu'on  peut  faire  de- 
combinaisons  4^  différentes  valeurs  de&  radicaux  qu'elle  ren- 
ferme. Donc  y  si  le  développement  /  (x  4-  0  pouvait  conte- 

m 

jiir  no  tenne  tel  que  Gi  "  ^  chaque  valeur  de  fx  se  combine- 

n 

rait  avec  chacune  des  n  valeurs  du  radical  X^i"^  j  de  sorte- 
que  la  fonction  dével<^pée  aurait  plus  de  valeurs  différentes 
que  la  même  fonction  non  développée  y*(j:  +  ')>  <^*  qui  est 
absurde. 

Cette  démonstration  suppose  ^  à  la  venté ,  que  les  radicaux 
it/x  qui  repassent  dansy*  (  x-|-/)y  conservent  leurs  indices 
dans  les  fonctions  de  Xy  représentées  par  Py  jP%  P^y  etc.*  ^ 
c'est  ce  que  prouvera  la  détermiôation  par  le  calcul  diffé^ 
rentiel  de  ces  coeifidens  P,  P',  P'^,  etc. 

Ce  développement  àtf{x  -f-  i)  est  donc  vrai  tant  que  x  çt 
t  restent  indéterminés^  ce  qui  n'aurait  plus  lieu ,  si  on  don- 
nait à  X  des  valeurs  déterminées  \  car  il  serait  possible  que^ 
ces  râleurs  détruisissent  àsn^s.Jx  quelques  radicaux  qui  pour- 
raient néanmoins  subsister  dans  ^  (x-|*i)« 

Pour  donner  un  setil  exemple  de  cette  circonstance  y  soife 


m 


/»=  jKjc  X  \/^-ru. 


s  Lbçons 

Fx  étant  une  fonction  de  x  sans  radicaux  )   la   fonction.  •• 


m 


flx-^i)  sera  i^(a:  +  OV^-ar — a  +  i  ;  et  pour  a:  =i a ,  va- 
leur qui  anéantit  le  radical  dans^,  on  aura 

« 

en  sorte  que  le  développement  d^  /*(ar  +  t),  pour  x^sra, 
contiendra  des  puissances  fractionnaires  de  L  Si  l'on  suppose 

encore  / 

Jx  =3  \/jr-4-aj 
auquel  cas  * 

/(r  +  0  =  \/(x+a)  +  £={x'^ay  +  i  (x+a)^^i 

'+'M(x+a)    */-+etc.^ 

on  voit  que  si  Ton  fait  or  =r  -^  a  ^  hypothèse  sou»  laquelle 
le  radical  disparait  dans  /:r,  les  coefficiens  de  i;  i*,  etc.;  de- 
viennent infinis,  et  en  méipe  tems^Ja  fonction  y  (a? -f-i) 
devient  ^t. 

Mais  nous  examinerons  à  part  ces  sortes  de  cas  et  les  con- 
séquences qui  en  résultent. 

On  peut  concevoir  le  développement  général  formé  comnio 
il  suit.   On  a  d^abord 

en  désignant  par  tp  la  totalité  du  développement,  à  rcxcep* 
tion  du  premier  terme ,   en  sorte  que 

ip  =  P£  4-  p'i«  4-  PH^  +  etc. 
s=  t  (i>  +  P'i  +  PH^  +  etc.) 

d'où,  après  la  division  par  i. 

p=P+P'i  +  PH^  + etc. 

Ainsi  P  est  ce  que  devient  p ,  ou  /^"^."rU      /     ^  ^^  y 
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faisaiit  i  =  o.  On  aura  donc  j  pour  ^  =  09 

On  a  ensuite 

p:=P  +  iq, 

en  posant 

f^  =  jp'i  +  p*»»  +  rn^  +  etc. 

d'où,  après  la  division  par  i, 

q  =  P'  +  PH   +  P'"/*  +  ctè.  5 

ainsi  P'  est  ce  que  derient  q  en  faisant  î  =  o  dans  f  ou 

»  —  P 

dans  :  nous  poserons  donc  ^  pour  î  c=  o  ^ 

Pi  —  £^ZJL  .  .   ,  ,(a). 

Si  Ton  fait 
ir=  P'i  +  P'"i*  +  etc,    d'où  r  =  P//  +  P"i  +  ttc. 

on  aura 

Ainsi  P*  €8t  ce  que  devient  r,  ou  -ï— : pour  «=oj  c  est 

ce  que  nous  noterons  ainsi  ^ 

<i— P' 
P^=    ^    ,  >  .  .   .(3) 

pour  »*  =  o.  Dans  la  même  hypothèse , 

r P9 

pm  _ : .    .    •    .  (4) 

et  ainsi  des  antres  coef&cieDS.  Ces  cocfficiens  P,  F,  P',  P",  etc.  ^ 
iont  donc  les  valeurs  vraie»  des  fractions    ■  ~  ^ 
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p  —  P       a  —  P'        r^^P^ 
r— j    -^ — r— —  1  9   etc. ,  qui  toutes  se  réduisent 

r  • 

à  f  dans  la  seule  hjrpothcse  £  =  o  (  Alg. ,  i**.  sect.  ). 

Aussi  y  dit  Lagrange,  Calcul  des  Fonctions ,  page  3i8  : 
«  Ceux  qui^  d'après  Eider^  regardent  les  différentielles 
«  comme  de  véritables  zéro^  et  par  conséquent  leur  rapport 
«  comme  celui  de  zéro  à  zéro,  sont  dans  toute  la  rigueur  de 
«  l'analyse ,  etc.  »  C'est  donc  sur  cette  considération  que  noua 
établirons  le  Calcul  qui  est  l'objet  de  ce  Traité. 

Mous  avons  vu  que  je  coefficient  P  de  la  pretnière  puissance 
de  i  dans  le  développement  de  y  (a:  4*0;  ^^^^   '^  valeur 

vraie  de-  la  traction  î^— ^ r-i — ^ —  pour  z  =  o  ^  mais  toute 

fraction  qui  devient  |  lorsqu'on  attribue  à  une  seule  des  quan- 
tités qu'elle  contient  ^  nnt  valeur  particulière  ,  prend  pour 
valeur  vraie  ,  soit  zéro  y'  soit  l'infini  ^  soit  enfin  une  fonc- 
tion des  quantités  qu'elle  contient  (  Alg.,  i**.  sect*  )  :  or 
nous  ferons  voir ,  dans  le  chapitre  suivant  y  que  la  variable  x 
restant  indéterminée,  la  fonction  P  ne  peut  être  ni  nulle  ^ 
ni  infinie. 

Le  développement  de  J  {x  •{-  i)  peut ,  jsous  ces  abrévia--* 
tiohs  •' 

p  —  P  +P'i  +  P^i"  y  +  etc. 

9  =  P  +P'fi+    P'"i%         etc. 

r  =  F'  +  P'"i  +  P'H^  y        etc. 

etc. 

être  mis  sous  l'une  quelconque  de  ces  formes 

f  {X  +'i)=Jx  +  pi 

=/x  +  P£+  qi^, 

;=^/x  +  Pi  +  Fi^  +  Pffi^ +si^y 
.     +  «te. 
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et  dors  il  devient  facile  de  démontrer  qu'on  peut  '  toujours 
ésàgaer  pour  i  une  valeur  telle  que  Tun  quelconque  des  termes 
de  la  suite  qui  représente  y  (^  -f"  ^)  y  l'emporte  sur  la  somme 
de  tous  les  soivans^  théorème  qui  est  d'un  grand  usage  dans 
les  applications  de  ce  calcul  à  la  géométrie  des;  courbes. 

£n  effet ,  £  n'étant  pas  dans  Jx ,  ni  dans  les  fonctions  P, 
P',  P^ ,  etc.)  op  peut  toujours  concevoir  i  tellement  petit 
qu'on  ait  i*. 

Jx  >  pîy   et  conséquenmient 

Jx>  Pi  +  P'i-  +  PH^  +  etc. 
%\  P>qi,  d'où   Pi>  qi%  c'est-à-dire, 

Pi  >  pi^  ^  ptiii  ^  piifik  ^  etcw  j 

5*.  P'  >  n ,  d'où  P'i^  >ri^,  c'est-à-dire, 

« 

p/^a  ^  pitp  ^  pf,l^  ^  pit/5  ^  etc. 

et  ainsi  de  chacun  des  autres  termes  du  développement ,  par 
rapport  à  la  somme  de  ceux  qui  le  suivent. 


lO  LSÇONS 


CHAPITRE    II. 

Des  Théorèmes  de  Tajlor  et  de  Maclaurin. 

Considérons  une  fonction  quelconque  de  la  variable  x  y 
que  nous  désignerons  par  Jx.  Nous  avons  démontré  que  le 
développehient  de  /(.T-f-t),  lorsque  x  étoit  quelconque  , 
procédait  toujours  suivant  les  puissances  ascendantes  entières 
et  positives  de  i  y  et  que  le  terme  sans  i  de  ce  développe* 
ment  était  la  fonction  primitive  elle-même ,  c'esfe-à-dire ,  Jx, 
Il  reste  maintenant  à  déterminer  les  fonctions  de  x  qui  mul- 
tiplient les  puissances  de  i  y  ou  ,  au  moins  ,  à  rechercher  com<* 
.  ment  ces  fonctions  dépendent  de  la  fonction  prin^itive. 

A  cet  effet  y  donnons  à  la  variable  ou  à  Tabscisse  x  une 
suite  de  valeurs  x  y  x'  y  x^  ^  x'^  y  etc. ,  en  progression  par 
différences  égales ,  et  soient  j-y  j^ y  j-f y  jr*^' y  etc.,  les  valeurs 
correspondantes  de  la  fonction  yx  ou  de  l'ordonnée  j^^  si  on 
dénote  la  différence  entre  deux  ordonnées  consécutives  ,  par  le 
signe  A  appliqué  à  l'ordonnée  qu'on  retranche ,  différence  qi|f 
peut  être  en  plus  ou  en  moins,  on  aura  cette  suite  de  différences 
premières» 

y-j^àx^  ^^-y=Ar',  y-j-^=Ar^  j-'^-y=Ar'",  etc..  .(i) 

Si  on  considère  les  différences  entre  ces  différences  suc- 
cessives Aj-y  Ajr^y  Ax'^j  ^^c*»  «*  qu'on  applique  toujours  le 
signe  A  à  la  différence  retranchée ,  on  aura  cette  suite  de 
différences  secondes. 

A/— A7=Ay,   A^*— Aj^=Ay,    A^'— Ajr//z=A'^'^....(a> 
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On  aurait  pareillement  cette  suite  de  différences  troisièmes ^ 
donnée  par  les  différences  entre  les  différences  secondes  '  con- 
técolives 

AY —iiy  =  A^j'y  Ay-^ày^zày,  ctc (3) 

et  généralement  « 

^("-«)^/  —  Al''-Oj'  =  AC»y (  Af) 

f^H'^i)  et  (n)  étant  des  nombres  d'accens. 
De  toutes  ces  suites  ^  on  dédait  facilement  celles-ci 

y  —y   +4r  =J+  Ar 

y9  —y    ^  Af  =y  +  2Ay  +    A«y 
f"  =iyK  +  Ar^  =jr  +  3a/  +  3Ay  +  ù?y 
jr-^  =fi*  +  A/"  =7-  4.  4A/  +  6A'/  +  4Ay  +  A4y 

etc. 

On  remarque  dans  tous  ces  développcmens^  i®.  que  les 
coefHçiens  numériques  sont  ceux  de  la  puissance  d'un  bi« 
nome  9  marquée  par  le  nombre  qui  compterait  les  accens  de 
la  fonction  y  qu'on  développe  \  2*.  que  le  premier  terme 
est  toujours  la  fonction  primitive ,  ou  la  première  ordonnée  ; 
3*.  que  les  indices  du  A  vont  toujours  croissant  d'one  unité 
depuis  zéro ,  en  regardant  y  comme  APy^  jusqu'au  nombre  des 
accens  de  Tordonnée  qu'on  considère* 

Il   est  donc  naturel  de  supposer 


.(n) 


=r+wAj+     ^     Atr+- — -^ — ^AV+eu...(AO; 


1.2  I «s.^ 

mais  la  relation  entre  jr'"^'^  y  y  »  ^^  1^*  différences  succes- 
sives relatives  à  j^,  devant  être  la  même  que  celle  qui  a  lien 
entre  j'C")  ^  ^  et  les  différences  relatives  à  y^  ou  aura 

<-a-v         .  .  .  .    n(n-i)         ^    ■n(7i-i)(n-a)Ay  ,     . 

j'ir^)  ==7^+ nA/^+  — X L  Ay  +  -^ ^         '  ■      +  ttc  ) 

j  «2       •  1 «a^d 


n 


en  sorte  que  si  ou  remplace  y j  Ay,  A'j^,  eic.  par  leur» 
tdieurs  tirées  des  égaUtcs  (  i }  ;  (2)  ^  et  (  3  )  ,  etc.  y  oq  trou-^ 
fera 

j> ("•<-)  =j-  +  (n+0  AT  +       7,        ■^•■^ 
+  ^  ,^^ A'j-  +  etc. 

1  .2.D 


#  * 


Or(n  +  .)>    ^"-^')",    I^±l2Ji^L:Zll,etc.,.ont 

'  1*2  I.7.3 

aussi  les  coefficiens  numériques  d'un  binôme  élevé  à  la  puis- 
sance 72  4-1  :  donc  ces  coeffiaiens  ayant  été  vérifiés  jusqu'au 
développement  de  j^C") ,  auront  encore  lieu  en  passant  de  c< 
développement  à  celui  de  j'C"'*"»),  dans  lequel  la  loi  des  dif- 
férences de  jr  est  d'ailleurs  la  même  que  dans  j^C"). 

Si  l'on  observe  que  j'C")  est  l'ordonnée  qui  répond  à  l'abs- 
cisse ^("),  et  qu'aussi  les  abscisses  .r,  x^j  x^^  ar"', . . . .  orC"-)  , 
forment  une  progression  croissante  dont  la  différence  est  cons* 
tante  ,  on  aura  d'après  la  notation  déjà  convenue  y 

j;'— j:  c=  ax  ,     a?//—  x  =  aAx ,     jt'''—  x  =  3aj;  ,  etc. , 
et  conséquemment 

Si  donc  on  fait  nLx  -=(,  d'oii  Aa:=  —  ^  et  qu'on  se  rappelle 

71 

4jnc  ^W  =^  (x  +  nAx  )=/  (  ^  +  0  7   (  '^)  deviendra 

cr,  il  a  été  démontré  (chap.  i*'.)  que  si  danser  on  change 
X  en  x-^-Ax^  le  développement  de  /{x-^Ax)  est  de  la  forme 

'  /  (X  +  Ax)  =/x  +  PAx  +  Fax»  4-  PffAx^  +  etc (4) 


n 
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Pj  P^j  F",  etc^  étant  des  fondions  de  x)  donC;  à  ciiùse  de 
/  (x  -f-  àx  )  '=^y  j  lorsque  y;=-  fx  j  on  aura 

y— j-  =  Ay  =  PAa:  +  Fax^^  P'^Ax^  +  P'^Ax^,  -j.  etc.  (5) 

Pour  passer  du  Ay  au  A^^  et  conclure  le  développement  du 
Ay ,  il  faut  dans  A^,  c'est-à-dire ,  dans  Pf  P* y  P^ ,  etc.  , 
changer  x  en  x-^  Ax,  et  comme  alors  P  deviendra 

P  +  P,Aa:+ P,;Ax» -f  etc. , 
P'  deviendra 

P+P/Ax4-P,/A4P'+  etc. 
P*  deviendra 

P//+P/ Ax+P,/Ax'-f  etc. 

etc. 

il  s^ensuit  que  la  différence  Ly  —  A/" ,'  c'esl-à-drre  ,  k'f 
êtt^j  après  lei  rédactions  ^  -      . 

A'j-  s=  Qax*  +  Q'Ax^  +  Q//Ax4  +  «te (6) 

où  Q  représneoff  P/. 

Pour  former  le  A^j,  on  composera  A*^  par  la  substitution 
ic  +  Ax  pour  X  dans  A^,  ou  dans  Q,  Q',  Q^ ,  <5lc,  cfe 
qui  changera  Q  «n 

Q    +  Q,Ax  +  Ç,/Ax' ,    etc. 
Ç'  eu 

Q'  +  Q/AX+Ç^/AX»,  etc. 
Q^'/  ea 

(^  4-  Q/'Ax  +  Q,/'Ati?%  etc. 

etc. 

et  la  différence  à^y  —  A^  =  t?y  deviendra ,   après  les  ré- 
ductions^ 

^    "  A'j^=oRax'4-  »Ax4  +  /Î^/Ax5  +  etc.,...  (7). 
où  ft  reprcseiite  Ç,. 
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On  trouvera  de  même 

A^  ss  Sù,x^  +  S'Ax^  +  S^Ax^  +  etc (8) 


A^"- 0  =  UAx^'  +   Uax''     +  Vax'"*''  +  elc. 
A("y  =    FAx^    +  PAx"*^'  +  F'fAx'"^  +  etc. 

Ces  substitutions  faites  dans  (  iV'  )  pour  A/,  A'j^;  A^y,  etc.  , 
donneront 

/(a:  +  *)  z=/ar  +  w  {  Pax  +  P'Ax*  +  etc.  }    . 
+  ^^^"^'^  {  QAX-+  Q'Ax3  +  etc.  \ 

1.2.5  {  ^  ^  f 

1.2.i.4  '  j 

'     '      '  *  ~T*    CrC» 

Qu'en  place  de  Ax  et  de  ses  puissances  dams  le  dëveloppie*» 
ment,  on  mette  — >  elles  puissances  correspondantes:,  Qja 
aura  cette  nouvelle  forme  de  dcvelopperrteiat. 


I  1   •  '  ) 


/(x+0=>  +  «{^-^+>'-|+elc.J  ,.,  ,   , 


^  1.2,5  (  n^  H^  '  i         ^        ^ 

Mais  à  ^ause  de  i-rr^nAx^  on  voit  que   t  ine  variera  pas  si 
Ton  prend  des  sous-multiples  quelconques  de  Aa:  avec  les  mul^ 


/ 
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ùples  conrespondans  de  n ,  et  —  variera  dans  lea  inéfnes  hy- 
pothèses^ donc  on  ne  doit  retenir  du  développement  (N^)  de 

« 

J  (x  -^^  i)  que  les  termes  indëpendans  de  —  y    autrement  h 

fboctioQ  développée  aurait  beaucoup  plus  de  valeurs  que  la 
même  fonction  non-dcreloppée  j  ce  qui  impliquerait  con- 
tradiction* Ainsi  après  avoir  exécuté  tontes  les  muttiplica- 
lions,  dans  le  développement  (iV'O ,  il  faut    rejeter  la  totalité 

« 

i 
des  termes  multipliés  par  —  ^  quelles    que    soient    les  '  puis- 
sances de  i  et  de  n.  Ce  développement  se  réduit  donc  à 


i« 


,3 


1  «a  1 .2.^ 


|4 


1.2. 3*4 


+  etc..(iV"') 


Ici  les  fonctions  P,  Q,  il,  5;  etc.,  sont  les  valeurs  vraies 
de  ces  rapports 

AT 


AX 


A!r 


t=P  +  P^Ax  +  etc. 


•   •   •   • 


(«) 


AX 

A^r 


7"  =  Q  +  Q'Ax+  etc;  •   .  -•   .  {b) 


•"^■"■^■^p 


AX^ 


R  -+•  R'ax  -j-  etc.  .   •   •  .  (c) 


-^^^  ~  U+  Uax  +  etc {m) 


AX' 


■  =  f  +  Vax  +  etc.  f   •   •   •  (n) 


etc. 


dans  rhypolhèsc  Ax  =  o  ,  pour  laquelle  on  a  A^  =  o ,. .  .♦ 
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Ay=o,  Ay=o, AC""')y=o,  AC")ys=  o,.pui»quV 

lors  Yjy^^ redeviennent  y. 

II  :  est  essentiel  d'observer  que  l'hypothèse  du  Lx  =  o  n*a 
^our  objet  que  de  faire  trouver,  d'une  manière  abrégée  y  les 
fonctions  P,  Q,  K^  etc.,  qu'on  pourrait  obtenir  sans  riep. 
prononcer  sur  Lx  ,  en   effectuant  la  totalité  des   développe-* 

mens  de  • — ►  «  «  etc. ,  dont  on  ne  prendrait  ensuite  que  he 

Ax      A^*  '  *^  ^ 

premier  terme  ou  le  terme  sans  Ax  j  en  sorte  que  cette  hypo- 
thèse n'influe  pas  sur  l'accroissement  de  i^  et  ne  le  détruit 
pas,  comme  on  aurait  pu  le  penser  d'abord. 

Ainsi ,  d'après  (4)  f  ^^  fonction  P  est  le  coefficient  de  la 
première  puissance  du  Ax  dans  le  développement  de  . .  •  • 
/"  (:c  +  Ax)'y  elle  est  aussi  d'après  (a)  la  valeur  vraie  du  rap- 

AT 
.port  -=^,   pour  Aar  =  o. 

Ax 
La'  fonction  Q  ou  P^  n'est  que  le  coefficient  du  Ar  dans  1^ 
développement  de  P,  après  Je. changement  de  x  en  :>: -(-A.r.  Cette 
fonction  Q  est  encore,  d'après  (^),  la  valeur  vraie  du  rapport 

Ay 

,   pour  Ax:=ro. 

Ax»  '   *^  •    . 

« 

La  fonction  R  ou  Q,  est  le  coçflicient  du  Ax  dans  le  dé- 
veloppement de   Q  après  le  changement  de  x  en  x  -f^  àx  s 

f  A^r 

R  est  dans  (c)  la  vajeur  vraie  de  — ^,   pour  Aj:  =  o.     • 

£t  ainsi  des  fonctions  suivantes  S ,  T^  etc.  du  dévelop- 
pement (IV'"). 

Pour  rappeler  en  même  tems  l'origine  et  la  dérivation  suc- 
cessives de   ces  fonétions  P,   Q,  fl,   cic. ,   nous  les  rempla— 

AT"        a'v 
ceron  s  dans  le  développement  (iV^")  par  — ^  y  — ^,    etc.,  en 

Ax        Ax"*^ 

* 

•ohangeant  cependant  A  en  c^ ,  pour  dire  que  ces  rapports  ne 


^ 


1 
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eorrespondent  à  ces  fonctions  que  pour  Ax  =  o^  ou  que  lors-> 
qu'ils  sont  rigoureusement  1,  auquel  cas  P,  Q;  Rj  etc.  en 
sont  les  valeurs  vraies..  •    ^ 

On  aura  donc,  en  partant  de  y  trzjx  y^  '^ 

/(x+0*/r  +  -jJi  +  g^  — +  ^f^+  etc.. 


1      »       » 


formule  donnée  d'abord  par  Newton  y  à  la  fin  du  livre  des 
Principes  pout  l'Interpolatiob  (les  lieux  des  coraètes  ,  et  en- 
suite appliquée  par  Taylor  au  cas  ou  raccroissecnétît  i  devient 
infiniment  petit.  tf   ,    .    *  .u;*... 

Les  coemciens  —^  ,  ^^ —  ,  *-r^  ,   etc. ,   se  lisent  am^i  t 

ày  sur  dx ,  dy  sur  dx\  d^jt^r  d;jç^ ,  çiq.yfii  :f%ijin  paàiHy 
diyisé  par  dr,  d^  dwisé  par  da?*,  etc.\^  fàttétiv^M'-^^fr-  / 

■/    ^  ^   etc. ,  ne  sont  pas  des  rapport^  ^  m^i%  de  simp^.nota-' 

tiODS  qui  rappellent  des  valeurs  vraies ,  ou  des  premiers  termes* 

Ainsi ,  d'après  les  développenlens  (a) ,  [b) ,  (c)*,  etc.^  et  les 
notations  convenues  )  on  a  •  t  '* 

dx  dx»       ^    dj:^         -   ^    »  dx— '  .        '  d**^^  " 


Nous  appellerons  différentielles  les  termes  successifs  du  dé- 
veloppement de  la  difFéi*ence  finiey*(x  +i) — Jx,  pris  abs^rac- 
tion  faite  des  déUominateu'r^  numériques  1 . 2 ,  i.«a.?5,  etc.; 
mais  comme  pottt  rSippeler  que  tioui  ne  considérions  que    le 

premier  terme  du  A;^,  ou  plutôt  dU  rapport-^  ,  nous  chan- 
gions  A  en  d ,  de  même  ici ,  nous  Hèterons  par  dj^  la  pre- 
mière  portion  —-  i  de  ra<ïCi*ôisseihent  totaiy(x+£^— yi  j 

QX  ,    , ,  '    — 

et  c'est  ce  prepiier  terme  que  nous  nommerons  dijffereniiellê 
première. 


'  ht  ItTitké  -^  i^  dul  est  lé  préthîer  de  là  chfTcrerice  entre 

f[x  +  i] — fx  et  àj-y  se  nommera  diJférêHiielie  seeonde ^  9t. 
on  la  notera  par  d'y 

Le  terme  i^-^  i'   par  lequel.  Commence    le   développement 

.  '  *   dr 

de  la  différence  entre    {/{^  +  i)  — f^  }  —  S^  *?  «*  ^'j" sera 
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la  différentielle  &oisièm^  ^  <|u'on  notera  paf.d^j^. 

ï^.ainsi  d& suite.  Calculer  les  différenticUes  successiv^dey^, 
c'est  donc  préparer,  aux  diviseurs  numériques  prii ,  les  élémeUi 
du. développement  de /{x  +ïj  :  tel  est  l'objet  de  la  dîJférAn^ 
nation. 

'  RitfTf  n'^xnpéché  Ûe  *^  tetnpHcè^  dan$  le  développement  die 
y(^^-:|- tj^^tn  4a.ns  1^  différentielles  qui  n'en  ^nt  ^uè  léà* 
différéns  termes ,  aux  diviseurs  numénques  près  ,  £  par  d:r  ^ 
V«ecrois8ic^iit  djr  4uqI  fihi  tômrtie  zï  et  xAati  les  différeya* 
tielles  et  le- développement  s'énoncent  ainsi: 

4r =§<!*,   <i-r=-^dx',   dy=;.5^dx»,  ,    . 

t 

1  .2  1 .2.5  1 .2» J.4 

On  observera^  que    la  grandeur  d,e  Taccroissement    àx  qui 

est  en    facteur    dans   le   développement  et  dans  les   diffëren-^ 

tielles  9  n'influe  en   aucune   manière  sur  le  mode  vivant  le« 

1  dv        d'y       d^  y 

quel   chacune  des  fonction^  -t —  ,   ■—• ,    -— ?  dérive  de  J^  et 

ôx       dx^      dx^ 

de  la  précédente  (  pag.  i6)^_   .    .  - 

Ainsi  ^  on  emploiera  ces  abréviations  de  caicul.  On  écrira  daii# 
là  fonction  proposée  x  +  dx  pour  x  ;  on  développera  jusqu'au 
^rihe  de  dx  inclusivement,  et  ce  terme  sera  fa  différentielle pre-: 
mière  Pdx  notée  par  dy.  Dans  P  on  changera  x  en  x-\^dx  j  oa 


«■» 


développera  seulement  juftqu'au  terme  de  dx,  lequel  ^  multiplié 
par  do:  facteur  dans  Pdx ,  sera  la  différentielle  seconde  ^dx* , 
notée  par  d'j*.  On  fera  la  même  substiiution  dans  Q,  le  dévelop- 
pement jusqu'à  dj:  inclusivement^  on  multipliera  cf  terme  par 
<Lr*  facteur  dans  Qdx*,  et  on  aura  la  différentielle  troisième 
Ràx^  rappelée  par  à^y  j  et  ainsi  des  autres  diffère ntie Iles.  Il 
suffira  dooc^  pour  chaque  fonction,  de  savoir  former  sa  ditfé^ 
rentielle  première. 

D*oii  il  résulte  encore  i**.  que  ponr  avoir  la  diffcrenlielle 
•fconde,  il  faut  différentier  le  coeflicient  du  dx  dans  la  dif^ 
férevitielle  première  ^  et  multiplier  par  éx. 

2®.  Que  pour  avoir  la  diffcrentielle  troisième,  il  £iut  diffé* 
rentier  le  coefUcieut  du  dx'  dans  la  idifférentielle  seconde  > 
tt  multiplier  par  dx^. 

3*.  Que  pour  obtenih  la  dilTérentielle  quatrième,  il  faut 
dififérentier  le  coefficient  du  àx^  dans  la  différentielle  troisième^ 
pais  multiplier  par  dx^. 

Et  ainsi  de  suite.  ^ 

Nous  avons  dit,  que  le  coefficient  P  ne  pouvait  être  ni  nul^ 
ni  infini  :  supposons  d'abord  qu^il  puisse  être  nul  ,  et  repré-^ 
sentoiu*lfi  par  ^x,  qu'il  faut  lire  :  fonction  de  x. 

Nous  avons  démon.tré  que  «  de  la  même  Inanière  que  Q 
dérive  de  P,  A  dérive  àt  Q ,  S  4érîve  de  R  ^  etc.  y  dans  1« 
développement 

« 

/  (x  +  0  =Jx  +  H  +  Qi*  +  Rt»  +  etçv 

ddbc  P  étant  la  fonction  primitive   (px,  on  doit  avoir 

9  (X  +  *)  =  P  +  Qt  +  Bt'  +  Si?  -f  etc. 

Or,  la  fonction  P,  c'est-à-dire  «  ^x  étant  identiquement  nulle ^ 
poisqa*autrement  de  P=:o,  on  tirerait  des  valeurs  particu—. 
iières  de  x,  tandis  que  la  vuriable  x  est  quelconque,  on  au- 
rait f  (  X  -]-  »)  identiquement  nulle ,  quel   que  fCit  l'accrois^ 
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sèment  i;  et  conséqueiAnient  de  Thypothèse  Psro^  on  déduirait 

Qc=o,    R  =  Oy    S=20^  etc.  ; 
d'où  on  conclurait 

donc  Jjc  serait  une  fonction  de  constantes  y  on  une  fonction 
identiquement  nulle.  Ainsi  l'hypothèse  P=  o  est  inadmissible. 
Qu'on  ait  P  infini ,  /  {^  -}•  i)  sera  infinie  ^  sans  <jue  J'x  le 
soit;  puisque  x  est  quelconque  >  ce  qui  est  absurde'^  'car 
y  (  x  +  £  )  est  composée  en  x  +  *  comme  Jx  Test  en  x. 

Ainsi  tonte  fonction  de  x  admet  des  différentielles  succes- 
sives, lorsqu'on  ne  prononce  rien  sur  x* 

dv       i*Y 
Ces  notations  -r—  •  y^  y  etc.  |  sont  encore  dites  coefficiens 

ax      dx'^ 

différentiels  y  parce  qu'en  effet  les  facteurs  P,  Qt  R  ^  etc. ,  qui 
en  sont  les  valeurs  vraies  y  sont  aussi  les  facteurs  de  âx  p 
d:c* ,  dx^  y  etc. ,  dans  les  différentielles  successives  :  d'ail- 
leurs y  comme  le  coefficient  Q  n'est  que  le  coefficient  dif- 
férentiel dans  la  différentielle  de  P;  qu'aussi  R  n'est  que  le 
coefficient  différentiel  dans  la  différentielle  de  Qy  et  qu'il  en 
est  de  même  de  chaque  coefficient  par  rapport  à  celui  d'où 
il  dérive^  on  a,  d'après  la  manière  de  noter  les  cDefUcient 
différentiels 

c'est-à-dire, 

df^\        df'^^        yi^^ 

dY  _     \àxj  ^     dy  _     VdxV  .     dy  _   \dx^/ 

dlF  ~       dx      '    dx^  àï~  '    d^  ~       do:      ^   ^*^'' 

transformations  qui  tious  servironj  par  la  suite. 
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Si,  dansy(j:  +  »),  on  fait  a:=o,  raccroissement  i  re- 
devient X  y  ce  que  Ton  comprendra  mieux  si  l'on  considère 
X  comme  l'abscisse  d'nne  courbe  ,  et  y  comme  l'ordonnée 
correspondante  :  cette  abscisse  devenant  nulle ,  raccroisse- 
ment î  de  x  se  compte  de  l'origine  ^  et  devient  l'abscisse  de 

dv 
l'ordonnée  fi  :  alors  ,  les  fonctions  de  j:  ,  désignées  par  —-  ^ 

A~^  j    ■ , /g-  y   etc»  j  qu  on  note   assez,  souvent  par  y' ,  jr'' , 

j^',  etc.  y  deviennent ,  ainsi  que  fx ,  des  fonctions  de  cons- 
tantes 5  si  donc ,  pour  ^  =  o,  on  les  distingue  par  jr^ ,  j^*, 
j^*",  etc.  y  on  aura 

/i=(y)^.(y)i+(jr'i»)J—+{jr">').-l—.+  etc. 

Tel  est  le  théorème  de  Maclaurin ,  qui  sert  à  développer 
nne  fonction  de  t  ou  de  x^  suivant  les  puissances  croissantes, 
entières  et  positives  de  la  variable  :  mais  ce  développement 
peut  être  en  défaut,  parce  qu'il  résulte  de  celui  de  /{X'\r  i) 
en  attribuant  h  x  la  valeur  particulière  j:  =  o.  Ce  cas  sera 
k  sujet  d'un  examen  particulier. 
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CHAPITRE    III. 

DiJjfercntiaUon  des  foncthns   quelconques  d'une 

seule  variable. 

Nous  avons  vu,  dans  le  rtiapilrc  précédent ,  <}ue  la  fomiadoik 

dudévcloppenjcnt  général  d*unc  fonction  quclconquey^x-f-Ja:;, 

df 
se  réduisait  à  la  détermination  du  coefficient  P ou—  y    puisque 

de  k  m^mc  manière  qoe  P  dérive  de  jr  ou  de  /x  ,  Q  'dé- 
rive de  P  j   R   de    Q j  etc.    Nous    nous  proposons,   dans    ce  ^ 

chapitrô ,  de    déterminer   le   j—  pour  les  fondions  coxnposé^^s. 

QX 

d'une  manière  quelconque  de  la  seule  variable  Xy  mais  formées 
de  diverses  fonctions  de  x  combinées  par  addition,  soustraction^ 
tnuUiplicalicn  ,  division" ,  élévation  de  puissances  ,  extraction 
de  racines  :  et  d*abord  nous  pruccdcrons  à  la  recherche  des 
différentielles  de  la  fonction 

y  =y*r  =  {jp  -1^  bfj  -|-  cr  4-  etc. 

Pf  Çy  '"?  ^^^'  étant  des  fonctions  algébriques  de  x,  ci  a , 
^,  c,  etCi  des  constantes.  On  écrira  x  -|-  dx  pour  x  dans 
chacune  des  fonctions  />,  «7,  r,   etc.:  alors 

p  devient  p  -f*  p^dx  +  p'^dx*  -f-  etc. 

ly  devient  q  +  7'dj:  -f-  q^Ulx^  4.  etc. 

r  devient  r  +  r^dx  +  r*dar*  -}-  e^^*- 

«  devient  «  -f"  <^  dx  +  A*"da.-*  +  <î^<^' 

etc. 
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en  sorte  que  > 

f{x  +4x)^ap  ^  Pif  +  cr  +  etc., 

J^{ap^^  hif^  +^T^  +  etc.)  dx*  \ 
-f»  etc. 
^y  «['«près  la  défiiiùion  4t  ^  difFérendeNe  pcemtere; 

àf  =  ap^ilx  +  £><7'dx  +  c/'dx  +  etc.  ^ 

niais  /y'dx ,  ^dx,  Kda:^  etc.,  sqnt  les  différentielles  des  fono- 
tions  p,  q^  r^  etc. 

On  jiura  flQQP  A^W  auirf  .^n^mqj^on  ^u  .^Tf  sivo^r  : 

d^  =  aàp  +  pd^  4"  ^•^''  +  etc. 

En  sorte  que ,  pour  différentier  une  somme  de  fondions 

d^  %  >  il  f<m!i  differênii^  ^  en  particulier  ^  cAaeufie  'dfi  cas 

foncéons  j  ofimme  si  Us  autres  ét^iemi  consttuuef. 

Cùji  foncions  p  f'q  j   r ,  etc.  j   pi>urraieiit  ,  à   la  vérité  ^ 

a  -f>  hx 
renfermer  des  expressions  en  ;c  ^  telles  que  ^ — -— ^ —  j 

•*     «*"  fjr   X  '  j  '  C*    âiCr 

V^a  +  /rjr,  etc.  que  nous  ne  savons  pas  encore  différentier; 
cependant  il  est  toujours  démontré  jQue,  quelle  que  soit  la 
composition  de  ces  fonctions  y  il  faut  différentier  chacune 
d'elles  y  comme  si  elle  -était  seule,  sauf  à  donner  -des  rè^^ 
pour  les  diffërens  cas  qui  peuvent  se  présenter. 

Si  j*,  au  lieu  d'être  une  sommé ,  est  un  produit  de  fonc'^ 
tions  y  et  qu'on  fût  d'eibocd 

y  =  àpqj 

f  J^\.  q  ajant  été  dâfioia^  pius  t^^t»  et  a  é|Alll  V9^  c<èP9<An|e  : 
après  la  substitution  faite  de  ^  -|-  dx  pour  x  ^  pm  ciian^ 
géra  en 
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cl  q  en 

î  +  9'^^  +  7*^<î^*  +  etc. , 

la  fonction  proposée  devient  donc 

f  {x  -{-  dx)  £=  a/?^  +  (^P'  +  ^P^')  ^  +  Q<^^*  +  etc.  j 

retranchant  de  part  et  d'autre  le  premier  tefme  du  dëvelop* 
penient  qui  est  toujours  la  fonction  donnée,  puis  psâsant  à  la 
différentielle^  on  trouve 

àjr  =  aqp'&x  +  apq'éx. 

Or  j  p'ix ,  g^àx  sont  encore  les  difTérentielles  de  p  et  de  qi 

Donc 

d;-  ou  d  (apq)  zzsaq.ip  +  ap.dq^ 

et  de  là  on  déduit  cette  règle  :  pour  dîfférentier  un  produit 
pq  de  deux  fonctions  de  x  ,  iLfaut  dîfférentier  séparément 
par  rapport  à  chacune  des  deux  fonctions  ,  en  regardant 
l'autre  comme  constante  ^  et  la  somme  des  différentielles  ^ 
est  la  différentielle  du  produit» 

Généralisons  I  et  supposons 

jrz=fx  =  apqrt  -^ 

par  la  substitution  de  a;  -{-  do;  pour  x , 

p  devient  p  -j-  p'àx  +  p'^iç*  +  etc. , 

q  devient  q  +  q'àx  +  q'fàx'*^  +  etc. , 

r  devient  r  -f-  r'd^:  +  r^d**  +  etc. , 


en  sorte  que  ^  faisant  le  produit  de  ces  trois  développemens  ^ 
on  trouvera 

f{x  +  àx)^=zapqr  +  a  (  9/7/+  rpq'-^  pqr*)  ix -f-  Qdx*+  c|c^ 
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et  de  là,  on   dédtiil;  la  différentielle 

djr  =5  agrp'dx  +  arpq^dx  -{-  apqr'djp  , 

o^p'âjDy  q'àxy  f^àx  sont  les  différentielles  dp^  Aq,  dr«  On 
peut  donc  énoncer  ainsi  la  différentielle  dy  ^ 

ày  ou  d{apqr)=::i  aqr. dp  ^  arp.dq -^apq.dr} 

on  n'a  encore  différentiè  que  par  rapport  à  chacune  des 
fonctions  successivement ,  regardée  comme  seule  variaBle  ^ 
les  deusc  autres  étant  considérées  comme  constantes. 

Oq  étendrait  ce  procédé  à  Un  produit  d'un  nombre  quel-» 
conque  de  pareilles  fonctions^  tel  que 

y  ?=  apqrs  etc.  ; 
et  on  trouverait 

d^=açr$. .  .dp  -f-  aprs.\  .dq-^*  apqs* .  fdr-J-  apqr, .  .d5-f-  ^^ 

Nous  déduirons  de  là  la  règle  générale  pour  différentier  h 
fonction  y=zx^^  m  étant  un  nombre  entier  positif  :  en  eflety 
fi  Ton  met  zf^  sous  la  forme  d'un  produit ,  on  aura 


jr  -•»-  3C  •  wb  *  3C  %  %jC 


•  •  •  •  • 


et  conséquemment  ^  en  différentiant  successivement  par  rap<* 
port  à  cbaoun  des  facteurs  x  y  comme  si  les  autres  étaient 
constans^  oh  aara 

djr  =s  jf*^*  dx  4-  x*"""'  dx  +  x"^^  dx  +  etc. 

G>mme  ces  termes  sont  en  nombre  m  y  leur  somme  sera 

df  =  Twor^""'  dx. 

Nous  aurions  pu  déduire  cette  expression  de  la  différentielle 
de  x'^y  des  deux  premiers  termes  du  binôme}  mais  nous 
n'irons  pas  voulu  sttpposer  la  connaissance  de  ce  développe-» 


r 
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ment  y  parce  que  le  calcul  différentiel  ep  ofïir^  »gpe  dén^n^-  ^ 
tratioti  très-générale  et  très-simple^ 

Il  nous  reste  a  différeutier  une  fraction  —  :  nous  poserons 
donc 

remplaçant  toujours  x  par  x  -^  dx ,  nous  auroxif 

JK^-r    ^)—    ^  ^  ^/j^  ^  ^^da:^^  etc.  ' 

La  division  du  numérateur  par  le  dénoniinateiir  ^  donnera  cft 

quotient ,  . 

f{x  4-  dx  )  =  ^  +  f^ ^\  dx  +  Qdx^  -^  etc. 


=7+(^^)<'-+Q<'-'+-- 


Le  premier  tenne  du  développement  répète  toujours  la  fonc- 
tion primitive,  en  sorte  que  retranchant  —,   ouj^,  de  part 

7 

eyd'aulre,  et  passant  à  la  différentielle  ,  on  trouve 
dr  =  y/^  — P^   dx  =  ^'*^^  — P7'<J^  ^ 

Or,  //Mx  et  ^d:r  sont  les  difTéreB^ieiles  de*/?  «t  de  ç}  on 
a   dono 

gdp  —  pdq 


dj-     ou    d  r  —  j  = 


»  '■>■ 


7* 

Ainsi  ,  jfour  dljfèrenlier  une  fraction  ,  il  faiU  muliîpiéer 
le  dénominateur  par  la  d'^féremiclle  du  numérateur \  de  ce 
produit ,  relranclter  celui  du  numcratektr  par  ia  differcnJîeUo^ 
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au  dmominateur ,  et  diviser  cette  différence  par  le  carré  du 
dénominateur. 

Nous  conclurons  d'abord  de  la  difTérentielle  de  x^^  obtcnuje 


pour  m  nombre  entier  et  positif^  cfMes  des  fonctions  a:  "  y  -3:     '*  • 


m 


Soit  jr:=:x  "  ,  d'oîi  }^=:x'^.  Soit  dc  plus  j^=  «,  el  con- 
fiêniiemm^nt  z=:a^.   Puisque 

ofi  a  y  en  même  tems , 

dz^zmx^^^dxj     dz  =  w7^*"'d^j 
d*ûà 

m.r"*""*  do:  =  /ij^~»  d^  | 

et  conséqueniment 

/    ,„\ 

dr     ou     d  V  X  "    j  = .        ■  ■    dx. 

m  — _ 

Mettant    pour  j^""'  sa    valeur    x        '  ,  on  aura 

d  l  X  "    J  = X  "         dx> 

Soit,  en  second  iieu  ^  7^  =  x     '*  y  d'où  j"=x""*  =  i^ 
cl  conséqueuvnent    , 

1 


t 

jr      -  »    ^., 

d*abord  on  a 

Hz  —  nj'''~'  < 

puis  en  comparant  — j^  avec  -^  ,    ce  qui  don.nc  ;?  =  1,  -9=*** 


on  trouve 

de  ces  deux  valeurs  de  dzj  on  tire 

/  -— N  m :i-i 

dj^  o^  d  l  X     "1  s= "^"^  »      '  dx. 

Ainsî ,  powr  differentier  x™ ,  ^i/e/  ^'iie  soit  le  nombre  m ,  i7 

Jàui  écfire  l'exposant  de  x  en  coefficient  de  Cêttc  variable  sens 

le  même  exposant  diminué  d'une  unité,  et  multiplier  pardx  (♦). 

Ainsi  m  étant  un  nombre  quelconque  ^  on  a  ces  différen- 
tielles successives  de  x"* , 

d  (x"*)  t=  mx;^""'  dx 
d'(x'")  =  m.m  —  i.x~-*  dx* 
d^(x'"J  =  m.m"^  1  TU  — a.x"^""*  dx': 
etc. 

substituant  les  coetHciens  différentiels  qu'on  en  dédqit  à  la 
place  de  -t — ,  "TT?  ®*^>  **^^*  ^®  théorème  de  Tajrlor,  con-> 
sidéré  dans  le  cas  de  Jx  ::=  x",  on  aura 

(x  -f  /;«  =  x^  +  m .  x*"-'  z  +  m.^^  x'»-*/* 

2      ' 

-j-w. — x«-'r^4-etc. 

2  3 


m 


A  la  différentielle  de  x  "  ,  ou  de    y/x"",  se  rapporte  celle 
de  toute  fonctipn  irrationnelle  et  algébrique  de  la  seule  va-*- 
riable  x.  Qu'on  ait,  par  exemple  , 


J" 


n 

=fx  =  Va^  +  X»  , 


(*)   Voyez  !*'«.  note  une  autre  mauièrc  de  pâirenir  aux  différcnueU< 

m  m 

4e  x~  et  X       ^, 
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on  posera  z=:  a*  +  x*,  et  on  aura  à  difFërentier  z";  ainsi, 


1     _L._  èz 


d'ailleurs  dz  :==  2  xàx  )  donc 

dr  =  — :^ , 


et,  pour  71  =  2  ^ 

,  xàx 


Toutes  les  règles  données    précédemment  seront  mises  en 
pratiqué  dans   la  différentiation  de  la  fonction 


n 


_  (a  ^  x)"  \/ b' —  x^     ,         a  {y — : 


^y?-"" 


car  en  posant 


(a — ar)"*!^^*  —  a:*    v 


/• 


=  ^'    ^»l.a  -i7t-V^«-^' 


rO 


on  a 

dont  la  différentielle  est 

(1/  ==  dp  -|-  d<7  +  dr. 

Or  f  pour  difFërentier  plus  commodément'  la  fonction  p  ^   on 
fera 


So  Ltcons 

«fn  sorlé    que  />  = >  ou  Zy  w,  /,  c  sotit  des   fonctions  de 

X,  et  on   pourra  eHcetc  représenter  zu  par  P ,  ci  iv  par  Ç, 

ce    qui    donnera  y    en    dernier    lieu ,    p  z=z  -— ,   et  consë— 

quemment 

'     .,        QAP-PàQ  . 

«!;'= ^; ' 

mais 

dP=riidz  4- zd«,     dQ=i^/  +  /dF, 
et 

dz  =■— m(a  —  x)'^~*  dx, 

pour  différeotier  m.  on  pourra    repre'senter  A**  —  x*  par   î/, 

ce  qui  donnera  w=:î/  "  ,  d'où  du   =  —    1/  "  d^/  :    et 

comme  dUes:  —  2xdr  ,  oïl  aura  , 

dl=  kx^^^  dar. 

It  reste  à  trouver  Ayt  h  cet  effet  >  on  fera  --— *—  zn  A",  d'où 

^•4-x 

9=y/X    et    dv  =  — A'         dX; 

,„        (i^4-x)dr4  — a^)  — fo  — ^}dr^  +  ^) 

or        aA  = -^ '    i • 1 

{b  +  xY 

et  en  effectuant  les  difîérentia tiens  indiquées  d(a— jc),  d  {b-\-x)^ 
Oti  a  dA  = i p ^ :  donc 

j ,         1   ^  b  +  X  \^    {b+q]dx 

^y  ZH  mmm  ^~k~  {       -m  ,    ,      I      i  '■ 

iXa-^xJ  {b+x)^ 


dii  = (^* — x*)T     'xda;=  —  — — ^ 


i:: 
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On  a  donc  toat  ce  qu'il  faut  pour  former  la  diffërentidle 

ip}  eosuite 

%axdx 


'        "^   (a?»  — 


a-y 


eB  obaervant  que  la  difFërentielle  du  numérateur ,  dans  la  frac- 


tion ■    ^  -      '     ëtaut  nulle,  il  n'y  a  plus  qu'à  multiplier  le  nu« 

mérateur  j  pris  avec  un  signe  contraire  ,  par  la  diffërentielle  da 
dénominateur^  et  diviser  par  le  carré  du  dénominateur  (26,  27). 
n  sera  facile  de  fot'mer  dr.  La  somme  de  ces  trois  différen- 
tielles  est  la  différentielle  cherchée. 

ï^ous  nous  en  tiendrons  à  ce  seul  exemple }  mais  nous  invi- 
terons les  élèves  à  en  faire  beaucoup  d^autres  ^  pour  se  fami- 
liariser avec  les  règles  de  la  différentiation. 
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CHAPITRE    IV. 

■De  la  Differentiation  des  quantités  transcendantes, 

Lb5  quantités  transcendantes  que  nous  allons  traiter ,  sont 
les  exponentielles  à  cxposans  variables  ,  les  logarilhi^es ,  les 
lignes   trigonomctriques ,  et  les  arcs  donnés  par  ces  lignes*  , 

Il  résulte  de  la  forme  du  développement  de  la  fonction 
y(x+dj:),  démontrée  quelle  que  soit  la  fonction  y"=^fx^ 
algébrique  ou  transcendante^  et  de  Ja  définition  (pag.  17)^ 
que  la  différentielle  première  de  toute  fonction  d'une  seule 
vanable^  est  de  la  forme  Péx^  P  étant  une  fonction  de  x^  qui 
dépend  nécessairement  de  la  fonction  donnée. 

Nous  parviendrons  par  deux  méthodes  bien  distinctes  aux 
différentielles  des  fonctions  que  nous  venons  d'énoncer. 

Nous  considérerons  en  premier  lieu  ,  y  =yx  =  a*  ,  d*oii  on 
déduit  f{x-\'  i)  =.  a"*'*=  a^.a^  :  il  sufïït  donc  de  trouver 
les  deux  premiers  termes  de  la  série  a'  ^  développée  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  1. 

Soit;  à  cet  effet ,  a  =  i  -(~ ^  9  aXov^  a'=  (  1  -f-^ }S  ^^  (P^S*  ^^) 

Si  Ton  ne  veut  retenir  de,  ce  développement  que  les  termes 
multipliés  par  la  première  puissance  de  /;  il  faudra  ne  multi- 
plier i  facteur  dans  chaque  terme  ,  que  par  le  produit  des 
nombres  soustraits  de  i  dans  chacun  des  autres  facteurs  ^  et  par 
la  puissance  de  b ,  puis  diviser  par  le  dénominateur.  Ainsi  ^  en 
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désignant  par  A  le  coefHcier.t  de  £  ^  on    trouvera  facilement 
d*après  la  loi  connue  des  coefficiens  en  ij 


b^  b^ 


A4 
« H  etc. 


Ainsi  les  denx  premiers  termes  de  it  serdnt  i  -^Ai ,  et  ccnisë- 
quemnient  les  deux  premiers  termes  de  a'"^^  seront  a'-^Aa^^i; 
d*oii  l'on  déduit,  d'après  la  notation,  des  différentielles  et  des 
coefficiens  différentiels  f 


d  {a')  =  Ja*àx 

* 
à^[à')^iA^à'iix'^ 

d^  (a')  =  4Vd*5 
d4(a')=s^4û'da:4 
etc. 


d'où 


I 


àx 


=  Aa' 


dx* 
1^ 


.=  A^a'  . 


A}a' 


d4y   _ 


da^ 


=  A^^ 


etc. 


d  V        d*v  ' 
La  substitution  de  ces  valeurs  de  -.  -«  -= — «   etc..  dans 

QX        djj* 

la  série  de  7Vi;^/or  (  pag.    17}^  donnera  ce  développement  de 

rexponentîelle  ,a  "*"* , 


;a 


£3 


|4 


û^'=a'4.^iï'/+-r^a' L^*',.:--  +^40* — ^+  etc., 

^  1.2  i.a.o  i.^.d.4 


qui,  pour  x~Oy  devient  celui  de  a*j  ainsi 

A^i^    ,      AH^      ,        ^4i4 


i.t 


i>.2«5         i.a»3.4 
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€t  changeant  i  tn  x, 

j^*x*  jfix^  A^àJ^ 

fl«=I  +^  +  --— +-——+-— -—  +ctc*. (!)(») 

Pour  la  valeur  particulière  x  =  —  dans  (i),  la  série  de* 

vient  numérique  ;  et  si  on  représente  la  bas*  correspondante 
par  e^  on  aura 

e  s=  1  +  I  ^ + -f  etc.  j 

a         1.2.3 

c'est-à-dire, 

V     e  =î  2  ;  7 1828  18^84  59045  . . .  • 

de  sorte  que  la   relation  entre   ^  et  «  ^e  trouve   exprimée 
d'une  manière  finie  par  l'équation 


I 


a^i^e,     ou    a  =  «^..*.(â) 


(*)  Si  Toit  ttippose  les  développemens  de  a'  ,  log  x  ,  sio  x  ,  etc.  donnég 
dans  l'algèbre  ,  il  devient  «loi-s  très-fecilc  de  trouTer  U  diCféreniielIe  ^>remittre 
de  chacune  de  ces  fonctions  ,  de  laquelle  on  conclut  ensuite  les  dififérentielles 
consécutâves.  £n  effet ,  en  partant  poor  la  fonction  dont  il  s'agit ,  de  ce 
développement  connu 

a*  =  I  4-  AxA -4- \r  etc. 

a  3 

* 

et  d^ontré  {A^* ,  a«.  sect.  ) ,  on  diff<érentiera  de  part  et  d^aulrc  ,  ce  qui 
donnera 

/  .  A^^^*  A^x^         A^jr*  \ 

à(a*)^Aàx[  I  -4-^x4- -♦-  — ^^ ^»eic.  ) 

\  .  a        '         3  4  / 

Or,  si  Von  obserrc  que  la  série  entre  les  parenthèse^,  est  «ncorc  If  développe- 
ment de  A*,  on  aura 

d{a')=Aa'dx, 
M  qui  est  la  dififibentielle  première  trouvée. 
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5$ 


Les  logarithmes  calculés  sur  cette  base  e  9   s'appellent  loga^' 

ritlimes  népériens 'y  et  pour  les  distinguer/ des  logarLihmes  ta* 

huUdresy  calculés  sur  la  base  io,~  nous  désignerons  les  premiers 

par  la  seule  lettre  /;  ainsi  ^  de  la^  relation  précédente  ^  on  dé- 

duira 

/a  =  uf . 

A  est  donc  le  logarithme  népérien  de  la  base  quelconque  a* 
Introduisant  cette  détermination  dans  les  difTérentielles  trouvées 
plus  haut ,  on  aura 


d(a')==    la    •o'djr 

à\à')^\laf.à'àx^ 
d4(a')=(/a)4.a'da^ 
etc. 

iV 


dfe*)  =e'dar 
d»(e')  =  e*dx^ 
d4(e')  =  e'dx* 
d4(e')  =  e'ia^ 
etc. 


en  observant  que  j  d  après  (2) ,  a  devient  e ,  lorsque  A  ou,  la 
devient  l'unité.  •   . 

Pour  l'exponentielle  ^= a""',  on  doit  prendre  P'=-—^a""'y 

et  conséqueniment  d(  a""  )  =  —  (/a)  a""'   dx, 

d*(a— ')  =  {lay  a^*  àx  etc. 

Avant  d'aller  pins  loin ,  nous  ferons  connaître  une  manier* 
abrégée  d'énoncer  la  série  de  Taylou  Si  dans  (i)  on  lait 
A=i\^  a  deviendra  e ,  et  on  aura 


€*=  1  +  X  + 


I.a 


+ 


•  2.3 


+  etc.  : 


dj-    . 


qu'on  remplace  dans  cette  identité ,  x  par  -j^  i^  et  on  trou** 
vera 
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d'oà 


•"■-  =  ë'  +  (0^+(S)'7Xî+-' 


mais 


donc  on  pourra  poser  A  (fx)  =  e  "**   —  i  *  ©n  observant  d« 


fi> 


changer,   dans  le  développement  de  e'^'  j  les  exposans    des 
puissances-  de  âjr  en  indices  de  différentielles. 

Nous  avons  donc  obtenu  en  même  tems  les  difTérentielIet 
successives  des  exponentielles  a',  ^,  et  les  développemens  de 
ces  exponentielles  suivant  les  puissancaf  ascendantes  entières 
et  positives  de  x. 

•    De  là  9   on  conclut  aisément  les    différentielles  des   loga- 
rithmes :  car  de  a*  =  y^ ,  on  déduit 

-  *  ■ 

:r  =  logj-; 

iog  se  rapportant  à  la  base   générale  a.  Or ,   d'après  •   •   •   ; 
d  (  a*)  =  la^a^àx ,  on  a 


et  conséquemment 


d(!og^)  =  3^ 


Pour  différentier  les  logarithmes  népériens ,  on  fera  larszi^ 
et  la  différentielle  précédente   deviendra 
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Ainsi  f  i^,  la  diJféreniiiUe  première  d'une  exponentielle , 
est  le  produit  du  logarithme  népérien  de  la  base  ^  par  Vexpc 
nentieîle  et  par  la  diffèreniielle  de  la  variable  qui  est  en  expo-" 
gant  de  la  base;  2*.  la  différentielle  première  du  logarithme 
{Tun^  variable ,  est  le  quotient  de  la  différentielle  de  cette 
variable  y  divisée  par  le  produit  de  la  variable  par  lelogor- 
riilime  népérien  de  la  base» 

On  a  ces  différentielles  successives  de  logy^  savoir  : 

Mais  en  partant  de  a?"  =  â:^  afin  d'avoir 

jrz=\ogx  =fx, 
les  difTérentiellcs  prëcédenles  deviendraient 

.         da?       ,  dx*      ,^       adx'      ,,  6dx^ 

*'=i:i;  '  **"-^=-irs»  '^^=px'  *^^=-i^'  •'*"•' 

et  on  en  déduirait  ces  coeffîciens  différentiels 

3«~«/â'  ds?~'^ x^la  '  dï?~x*/a'  dxî~      x^la^       '  ' 

donc  y  si  Ton  fait  ces  substitutions  dans  le  dévdoppement  de 
y(x  +  «),  on  aura  celui  de  log  (x  +  i),  savoir: 

Io6(x+»)=Iog^+  -L._-Jl_  +  ^_^  +  ctc. 

Par  llijpothèse  x  =  o  ,  et  le  changement  de  i  en  x  y  cette 
séiis  devient 

log  X  =*oo  -4 —  —  etc. 

^         *—       o        o 

Ainsi ,  à  t'égard  de  cetce  fonction  ^  le  théorème  de  Maclaurin 
(paf*  ui)  est  en  défaut. 
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Consîd^ont ,  en  troisième  lieu  y  les  lignes  trigonométriques 
fiin  X  p  cos  X|  tang  x ,  et  recherchons  les  développemens  de 
sin  X  et  cos  x  ,  qui ,  par  le  changement  de  x  en  î ,  devien- 
dront ceux  de  sin  i  et  de  cos  i  :  alors  ,  il  sera .  facile  de 
trouver  le  terme  de  première  puissance  de  iy  tant  de •«..•• 
sin  [x  ^  i)  que  cle  cos  (x  ^  £)  y  terme  qui  y  d'après  la  dé- 
fini Hon,  sera  la  différentielle. 

Soit 

cos  9  +  sin  ^  \/—  I  =fy  f 

J  étant  un  signe  de  fonction  :  on  aura 

cos  /  +  sin  <  ^—  I  =y/. 

Mais  le  prpduit  des  deux  premiers  membres  étant. .  •' 

cos-  (f  -4-  /)  +  sin  (^  -f*  ')  \/"~  I  9  et  ce  produit  étant  composé 
en  ^  +  /  de  la  même  manière  que  chacun  des  facteurs  l'est 
en  f  et  en  /  ^  on  aura  nécessairement 

cos(^+l)  +  sin{^4-0\/— «=7(9  +  0 
c'estF-à-dire  y 

ce  qui  est  l'équation  de  définition  des  fonctions  exponentidles. 
On  peut  donc  poser 

fy  =  a',    ou    cos  f  «f*  sin  ^  ^—  i  ==:  «i^. 

Mais  soit  qu'on  élève  à^  n  la  puissance  m ,  soit  qu'on  change 
ç  en  nv^y  oh  obtient  toujours  oT^  :  on  a  donic  l'identité 

cos  m^  -|"  "^  »w^\/ —  '  =  (  cos  9  +  sin  ^ ^—  i)"* , 
et  conséquemment 
cos  9  -}-  sin  <p  ^—  icaE  (cofi  fw^  +  sin  mp  ^—  i)  *"•...   {A). 

Maintenant  y  quelle  que  soit  l'expression  de  sin  x  en  série 

suivant  Tare  Xy  elic  ne  peut  être  que  de  la  forme • 

Ax  +  Bx^  +  ^^^*  >  ^'^  observant  que  Tare  et  le    sinus   de— 
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viennent  nuls  en  même  tems.  Or  ^  comme  cos  x  =  k  i— sîn*:r, 
on  aura 

cosar =.  { i — A*x* — 2-^J9x*— ^tc,  t  *=i— etc. 

'a 

Les  coefficiens  A  y  B  ^  etc.  ^  étant  îndëpendans  de  Tare  x^ 
resteront  les  mêmes  ,  lorsque  x  deriendra  mx*  Ainsi 

siu  mx  =  mAx  +  m*J9x*4-  ^*^*> 

COS  mx  =1 '  -4-  etc.  » 

a  ' 

donc  l'ëquation  (>^)  deviendra^  après  y  avoir  changé  ^  tn  x  ^ 

cosx+siQ^V'i=    i-(-Fif-^JC^-i+iîi»r^^-i Jx'+etc.  p*". 

Développons  le  second  membre  à  la  manière  du  binôme  ^  en 
faisaot,  pour  abréger  , 

B^ — I j^'-t-etc, 

et  nous  aurons 

cosx-f-sinxv/ — 1=1+ (mA')-f-  (''»^)* 

Ht  ans* 

(1  —  fn)(\  —  7.m) 


a.5m^ 


(mJï)3  4.etc.> 


=  i  *|-  A  + •  -X*  +  ^ y^  4-  etc. 

3  a  •  d  • 

Comme  le  second  membre  de  cette  identité  doit  être  y  ainsi 
<fue  le  premier  ,  indépendant  du  nombre  m  ^  il  s'ensuit  que 
tous  les  termes  du  second  membre  y  multipliés  par  une  même 
puissance  de  m  y  doivent  s'entredétruire  ;  et  qu'ainsi  on  ne 
doit  tenir  compte  que  de  ceux  de  ces  termes  qui  ne  sont 
pas  multipliés  par  m.  On  aura  donc  simplement       *  , 

cos  X  -|-  sin  X  v/— 1  =  1  •■\-Ax^ —  *  +  î  {-ÂxyJ —  1)* 


4o  Lbçons 

Ep  efTectUtiit  les  puissances  de  \/— <  i  y  et  ëgalant  séparément 
les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires ,  on  aura 

sin  X  =  (jix)-^  H ^   ,  f,    —  etc. , 

COS  X  =  I  •— 1-  r— 7-  —  etc. 

a  i.a.3.4 

Il  reste  à  déterminer  A  qui  entre  dans  les  deux  séries.  Or, 
jix  étant  un  multiple  de  l'arc  x ,  pour  lequel  sin  x  et  cos  x 
conservent  les  mêmes  valeurs  numériques  et  les  mêmes  signes , 
si  nx  est  la  deikii  -  circonférence  ^  on  sait  que  les  arcs  • .  •  • 
IX,  (2n-f-i)jp,  (4i?-|*i)X;  etc. y  ont  le  même  sinus  et 
le  même  Icosinus  ^   quant  à  la  valeur  nmaénque  et  au  signe  ; 

on  pourra  donc  ^re  ^  =  i,  =2n-|-J|=4'^4''y  ^^*  > 
et  il  est  naturel    de  s'arrêter  à  la  première  dénomination  qoi 
est  la  glus  simple.  (  Note  sur  le  cliap.  lY  ), 
On  a  donc 

(B). ...  sin  X  =  «  —  — T"  +  ctc», 

x^ 
(C)  •  • .  •  cos  X  =  I  — 4*  etc. 


et  conséquemment 


£3 


sin  it=zi  —  —^+  etc., 

cos  i  =  I  — U  etc. 

a     ' 

Ces  déveloj^emens  de  sin  i  et  de  cos  i  substitués  dans 

sin  {^x  '•\' i)  z=z  sin  X  cos  i  -f-  cos  x  sin  i^ 
cos  {x  -^  /)  ;s^  cos  X  cos  i  -r-  siq  «  sin  t  ^ 

donnent  y  en  s'arrêtant  à  la  première  puissance  de  î 

sin  {x  +  /)  =  sin  X  -)-  *  cos  x  +  etc.  , 
C03  {X  4^  ' i  =  cos  X  w*  »  sin  ;ç  +  Çjc^ 


]>E  Calcul  differentibl. 
On  déduit  de  la 


4i 


4  (slnx) 


s=:  cos  X  7 


d  (cos  x) 

■^■■M"^— — ^— ^  SES  ^^"* 


dx 


sm  jp. 


et  ces  diffërentielles  successives  du  sinus  et  du  cosinus 


d  (sin  x) 
d*  (sin  x) 
d^  (sin  x) 
d4  (sin  x) 
d^  (sin  x) 


cos  :r.dx 

—  sin  X  dx* 

—  cos  «  dx^ 
sin  a;  dj:^ 
cos  a:  dx^ 

etc. 


d  (cos  a;)  =  -—  sin  x  dx 
d*  (cos  or)  =  -r-  c^s  X  dx* 
d'  (cos  x)  =  sin  a:  dx^ 
d*  (cos  x)  =  cos  X  dx* 
d*  (cos  x)  =  —  sin  x  d«^ 
etc. 


Ainsi  f  i*.  la  différentielle  première  du  sinus  éPun  arCf  est 
égale  au  cosinus  multiplié  par  la  dijféreniielle  de  l'arc  ; 
a^  la  différentielle  première  du  cosinus  d*un  arc  ^  est  égale 
à  moins  le  sinus  par  la  différentielle  de  rare. 

En  différentiant  les  séries  {B)  et  (C)  on  trouve 

(X*             x^                 afi  \ 

1 H  ^  +  etc.), 

2  a.d.4  2**.o  / 

«  —   ■         -4 = r-  —  etc.  ). 

Or  le  coefficient  de  dx  dans  la  première  difFérentielle  y  est 
la  série  de  cos  x ,  et  le  coefficient  de  dx  dans  la  seconde  , 
est  la  série  de  sin  x,  d'où  on  conclut  encore 

d  (8inx)  =  cosxdxy     d  (cos  x)  =  — *  sin  x.dx. 

On  a  toujours  f  pour  un  rajon  égal  à  ruaitê 

sin  X 


tangx 


cos  X 


donc ,  d'après  la  r^le  de  la  différentiation  oes  firactiom , 

.^  ^       c08x.cosxdx-4-^n^*si'^<^^  ^ 

a(tangx)=  ■  ■  = — : — • 

^      ^  cos»«  cos*« 


4»  Lbçons 

La  cotangenle  d'un  angle  y  étant  la  tangente  de  l'angle  corn- 
plëmentaire^  on  posera 

cotang  X  r=  tang  (  —  —  a;  j  > 

sr  étant  la  demi*cîrconférence  3  conséqucmment 

do:  dx 


(V             \i                        OX 
(tang ^)  )  = 


sin*  X  * 


en  observant  qu'ici  la  différentielle  de  l'arc  —  —  j:  est  —  dx  . 

parce  que  —  est  une  constante. 

Ainsi  i*.  la  dijférentielle  première  de  la  tangente  d^un  arc^ 
est  égale  à  la  différentielle  de  Varc  9  divisée  par  le  carré  du 
cosinus  ;  2**.  la  différentielle  première  de  la  cotangente  d^un 
arc ,  est  égale  à  celle  de  l'arc ,  prise  en  signe  contraire^  divisée 
par  le  carré  du  sinus. 

On  a 

I 

sec  X  = * 

cos  X 

m 

et  de  là 

,  .        sinor.dx         tane.ir.djc  _ 

d(sec«)=r E= satangx»secx.axi 

'  cos*  X  cos  X  ^ 

et  parce  que 

cosec  X 


=  «ecf -^ x\  , 


on  a 

ros.x.dx  cotar.dx 


d  (cosec  ar) = d  f  sec  (—  — x)  j = 


sm''  X  sin  X 

=  —  cot  x  cO)»€c  A? .  dx. 


Ces  dernières  règles  étant  d'une  énovciatîon  un  peu  longue  ^ 
nous  mous  dispenserons  de  les  traduire  en  langage  ordinaire. 


"W^ 


■^^•^"•^ 
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■ 

n  nous  reste  à  considérer  et  à  difTérentier  les  arcs  don^ 
nés  par  l'une  quelconque  des  lignes  trigononiëtriques/  Ainsi  , 
par  exemple ,  un  arc  peut  être  défini  par  sgn  sinus ,  par 
son  cosinus^  sa  tangente  |  etc.  ^  mais  étrant  tout  y  nous  fo- 
rons qiielques  distinctions  nécessaires.  A  un  arc  donné  cor- 
respond un  seul  sinus  ,  un  seul  cosinus'  ^  etc.  }  mais  à  un 
sinus  donné  ,  par  exemple ,  correspondent  des  arcs  en  nombre 
îndéfiui;  savoir:  l'arc,  la  demi-circonférence  mdtns  Tare ,  la 
circonférence  plus  Tare  y  etc.  En  général ,  la  donnée  -de  l'une 
quelconque  des  lignes  trigononiétriques  ne  caractérise  pas  un 
arc  y  c'est-à-dire  y  qu'il  existe  une  infinité  d'arcs  définis  de  la 
même  manière. 

Ces  notions  posées  |  nous  dénoterons  l'arc  donné  par  soa 
cînus y  de  cette  manière  :  arc  (sin=zx) y  ce'  qui  se  lit  ainsi  i 
4urc  dont  le  sinus  est  x.   Soit'  donc 

jr  =/x  =  arc  (sin  =  x), 

on  déduit  de  là  réciproquement 

X  s=  sin  j'  : 
en  différentiant ,  on  a 

dx  =  cos  r«dr,    d'oîi  dr  zsz  ■■  ; 

or,  cos  J'y  ou  le  Cosinus  d'un  arc  qui  a  x  pour  sinus ^   est 
Kl  —  XX y  donc 

d^  ou  d  r  arc  (  sin  =r  X  ;  j  =  — > 

^  /  K   X    —  XX 

La  somme  de  Parc  dont  le  sinus,  est  x  ^  et  de  l'arc  dont  le 
cosinus  est  Xy  est  un  quart  de  circonférence;  désignant  donc 
U  premier  par  j*  et  le  second  parz,  on  aura 
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et  en  difTérentîant 

cU  =  — dj^, 
et  de  là 


XX 


Ainsi    !•.  ia  différentielle  de  Parc   donné  par  le  sinus , 

est  la  différentielle  du  sinus ,  divisée  par  la  racine  carrée  du 

carré  du  rayon  moins  le  carré  du  sinus  ;  a**  la  différent 

•  iielle  de  Parc  donné  par  son  cosinus  ,   est  la  différentielle 

du  cosinus  prise  en  signe  contraire ,  divisée  par  le  carré  dtt, 

rajron  moins  le  carré  du  cosinus. 

Soit 

jr  =  arc  (  tang  z=zx) 

d'où  résulte 

x  =  iaLngjri 

la  diifërentiation  donne 

dr 

dx  =  — ^ —  f     d'où    dr  =  cos'r.d*  ; 
cos*^  ^  */         > 

or  y  cos  j*,  ou  le  cosinus  d'un  arc  dont  la  tang  =X;  est 

■  — ;  donc 

yi  -j-xx 

d  (arc  (tang  s=  ar)  j  =  — : . 

\       ^      ^  'y       i  -{-  XX 

Mais   Parc'  dont  la  cotangente  z=:  x  y  ajouté  à  celui  dont  la 

tangente  i=rx,  donne — ^  en  sortt  que;  désignant  toujours  le 

premier  par  jr^  et  le  second  par  z^  on  a  |  par  la  différen- 
tîation 

iz    ou    d  {  arc  (cot  =  x)  j  = : • 

V  V  i  +  xx 

Donc  1*.  la  différentielle  de  l'arc  donné  par  sa  tangente^ 
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est  égaie  à  celle  de  la  tangente  divisée  par  le  carré  du  raron 
plus  le  carré  de  la  tangente  j   »•.  la  différentielle  de  tare 
donné  par  sa  -  cotangente ,  est  celle  de  la  cotangente  prise 
en  signe  contraire ,  divisée  par  le  carré  du  rayon  plus  lu 
carré  de  la  cotangente» 
On  a  en  même  tems  ^ 


donc 


Or, 


donc 


>-  =  arc  (sec  =  a:),  a:  =  sec ^5 

^  __  sin  jrày  __  tangr  y.  èjr 
coi^jr  cos  y 

6x 


tl 


d^ssdrarç  (lec  =  a:)  )==  — 

dzprd  Tare  (cosec  =  or)  j= —  " 


X  y^xx  —  1 

On  pourra  maintenant  s'exercer  à  appliquer  toutes  les  règles 
précédemment  données,  à  la  difîéreatiation  de  cette  fonc- 
tion mêlée  de  quantités  algébriques  et  transcendante» 

r 

^—  . 77==  H TTTTZ + 


logV^i — XX  8ec*a?  /  ax  —  xx  k 

+  arc  Mang  =  (i  —  \/i  —  xhf\  ; 

ce  qn'on  fera  plus  commodément ,  si  Ton  représente  d'abord 
chacun  des  facteurs  par  une  lettre  ;  qu'après  la  première 
difPérenliation ,  on  exécute  à  part  et  successivement  toutes  les 
différentiations  indiquées  5  et  qu'enfin ,  dans  le  premier  ré-r 
loltat;  on  énonce  tout  au  moyen  de  la  yariabie  x» 


éfi  LSÇONS 

Nous  allons  rechercher,  par  un  autre  procédé ,  l€8  dév«« 
lopperiiens  et  les  difTérentielies  des  fonctions  transcendantes» 
lious  commencerons  toujours  par  l'exponentielle  a'. 

Soit  af  =fx  y  on  aura  aussi  a^  =^fx  i  et  conséquemment 
a^^  ^=f  {x  •{'jr),  en  sorte  qu'on  a  cette  propriété  caracté- 
ristique 

» 
si  Ton  considère  sous  le  signe/",  la  variable  x  conune  l'ac- 
croissement de  jr,  et  qu'on  développe ,  dans  cette  hypothèse 
/(j'  +  x)^  on  aura  cette  identité 

et  après  avoir  divisé  de  part  et  d'autre  par/)^|  il  viendra 

^r     fjr       ^'^     dj»     fjr^  ^' 

Or,  les  variables  x  et  j^  étant  indépendantes,  le  développe- 
ment .  de  fx  ne   doit    pas   renfermer  jr*   Ainsi  les  coefficient 

d  f /r  )     I      à^ifr)    i 

— ^^^^—  •  "7-  >  — : •  7"  7  €*c*  p  doivent  être   constans  :  oa 

dr    fjr      ^r    fjr 

aura  donc  d'abord 

djr       fy  àx 

on  tire  dtf  là 

etc. 
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La  substitution  de  ces  valeurs   dans   (i) ,  donne  ce   déve- 
loppement dëja  trouvé  d'une  autre  manièrei 

,     ^      .   A^x^  .     AW 
o*  =  1  +  Ax  H h +  etc. 

•  1.2  1.2.3 

On  aura  donc  ^ 

i(ar)=  Aardjr ,    d«  (a^  )  =  ^ Wdj-%     à^(ar)  =  A^arôy ,  e*. , 

d'oii  on  déduira,  comme  plus  haut  (pag.  34  et  35 ), 


d    (a')=    la    a*  àx 
*»  {a*)z=i{laY  a'  do?* 
etc. 


d    (<?*)  =  e'do: 
d»  (e*)  =  c'  da:* 
etc.  ' 


Soit ,  en  second  lieu  ,  log  (  i  -f-  a:  )  srry  (  i  +  x  ) ,  on  aura 
log  ^  =/r,  et  conséquemment  log  (j-  -f  xy)  ^=f{jr  -\- xy). 
Ainsi  la  propriété  caractéristique  de  la  fonction  que  nous  çon- 
adérons  ^  sera 

développant  le  second  membre  par  rapport  aux  puissances  de 
xy^  c'est-à-dire,  en  considérant  y  comme  la  variable  et  xy 
comme  Taccroissement,  on  trouvera 

en  observant  que  — a        y        .  '^  'y   e^c»»  indiquent  les  coef- 

ficiens  dts  différentielles  de  y*(j* -|- 0:7- )  par  rapport  à  la 
seule  variable  /  dont  xy  est  Taccroisseï lient  :  retranchant^ 
de  part  et  d'autre^   on  a  ce  développement  dey(i  -{-  x)^ 

d  (fr)       x^r^à^(fy)   . 


»  / 
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iLes  coefficiens  x     Y      >  J"*      .  ;;  '  ?  etc.,  doivent  «iicort 
être  constans  ;  on  posera  donc  d'abord  « 

on  tire  de  là  ,  d'après  la  règle  jpour  différencier  nné  fraction, 

.  =?  —  ,     *  «    u  ou    t* .      t,  =3  —  Aï  « 

~dP —     ^^*        ^ — iF"       ^^' 

etc« 
et  consëquemment 

/(i+*)=log(H-*)  =  JI/{x-.-^  +  -^_.-^+  ,tc.J 

série  connue,  et  dans  Iac{uelle  le  module  M ,  qiu  reste  indé^ 
terminé I  dépend  de  la  base  a  du  sjrstéme  de  logarithmes.  On 

Afdr 
a  donc  d  (log  j^)  = s^j  mais  en  désignant  tf*  par  j  ^  on 

dr 
vient  de  trouver  ày;!szAjr  dClogj^),   d*où  d(log^)=  ~-\ 

on  a  donc  cette  détermination  Jlf  =--  =  y- ,  laquelle,  subs- 

A       la 

tituée  dans  les  résultats  précédens ,  donne  ceux-ci  rapportés  à 
la  base  a, 

d  (log^)  =  JL.,   d-(log/)  =  -  ^  etc.    , 

et 

d(/r)    =-^,  d*(/r)  =-- ^ 

pour  la  base  e  des  logarithmes  népériens. 
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Soit ,  en  troisième  lien,  (  i  +  «)*  z=/(  i  -(.  x );  on  aura 

J^  =frr  (/  +  ^^)"*  =fiy  +  ^)  ••  1*  propriété  caractéris. 
tique  de  cette  fonction ,  sera  donc 

Développant  le  second  membre  par  rapport  anx  puissances  de 
xjTy  puis  divisant  par/)^,  il  viendra 

4r    ^        »-a      4r*    j!r 

1.2.3        djrî        Sx    *^' 

"•  «oe'ncien»  T—j^ — ■^,  J^'  j^.  -^  etc.,  seront 
donc  encore  constans  j  ainsi  on  pourra  poser 

^.-^j^.-^:p=c,    dou— — -===cr'*-»  =  m;r«^*, 

en  supposant  qu'on  ait  démontré  ^  dans  tous  les  cas  de  Texpo* 
sant  m ,  que  le  coefficient  du  second  terme  dans  le  dévelop- 
pement de  (i  +x)"*,  est  égal  à  l'indice  de  la  puissance. 
(  ^cye^note  i'*.) 

Ainsi 


d'où 


de  même 


d'où 


dHfr) 

—--=zm  (m  —  I)  (m— a)jr«-î, 

r — gp ^s=TO(TO—i)(m-.a). 

etc. 


5o  Leçons 

Cçs  substitutions  faites  dans  le  développement  dc/(i  +a:), 
donnent  la  formule  connue  du  binôme. 

Soit  cosxt=/'x,  on  aura  aussi  cos  j-  z=jy  y  ...••. 
cos(j-+  a:)=:/(^  + a:),  cos  (^  —  a:)  =/(^  —  ar) ,  et 
cette  propriété 

a/r  xfjr—f{jr  +  x)+f{j-  —  x). 

Si  on  développe  le  second  membre  suivant  les  puissances  de 
a: ,  et  que  l'on  divise  ensuite  de  part  et  d'autre  par  2jjr  ^ 
on  aura 

1.2    âjr^    fr       1.2.3.4    àj^    jjr    ' 

à-'ifr)      1         d't'/r)      I 
Les  coefficient  — ; •-?— j  — r-; — --r-"»   etc.,  étant  tou- 

jours  constans  ^  si  on  observe  que  le  cosinus  doit  être  moindre 
que  le  rayon  ^  on  posera  t 

— ' TT-  =  —  A* .     d'où   — r-=^-^  =  —  ^*  cos  r  : 

on  aura  ensuite 

Ainsi 

cos  a:  =1 1  —  -• y  .■  +  etc. 

1.2  1 •2.o*4  1 • ... .6 

développement  ou  A  est  un  nombre  encore  indéterminé. 

Soient  sin  x  ~ <f>x,  CQsy=:fyy  on  aura  sin  {y -f-o.)  zr:^  (^+  t^)^ 
ein  ( j-  —  a*)  =  (p(jr  —  ^)ï  et  celle  propriété 

2<fx.^  =  q)  (j^ -|.  a-)  —  (p(  j^  —  .t)  : 


ï;;-» 
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« 

développant  le  second  membre  par  rapport  aux  puissances  de 
X ,  et  divisant  par  T^fy  ,  il  viendra  , , 

les  coemckns  — — — .-77— >    ■    ■  \^   «-?— >  etc..   devant  être 

J 

constans,  on  pourra  supposer 

■   .   — .-7—=:^,     d*ou      ■  .     *    =ocoar: 

"^r     Sx  4r 

d'où  Ton  déduira ,  d'après  ce  qui  a  été  trouvé,  ci -dessus  y 

m 

— -^-^  =  —  6^'cos  r,     d'où  — r-^ r-  =  —  ^^  ; 

d^    .    ^  '^  '  4r^    ^ 

donc 

sin  X  =  ix  —  &-^' =-  +  6-^^ »    ^   -    etc. 

1*2.6  l•2.5•4•^ 

Or  f  l'arc  x  étant  n  fois  dans  la  demi-circonférence  ;  tous  les 
multiples  de  l'arc  x  9  savoir  i  x,  {2  n  —  i)  x ,  (2n-|-i)x, 
(4n  —  i)x,  etc. ,  ont  le  même  cosinus  en  nombre  et  en 
ligne^  on  peut  donC;  daps  la  série  du  cosinus^  supposer  ^=i; 
cequi  donne 

X*  x^ 

cosin  X  =  1   — h     ^     ■      etc. 

1.2  1.2. 5.4 


et 


7  ^^       J^  A  ^? 

smx=6x T"r  ^ 


1.2.5  i.2.3.4*5 

Mais  de  la  relation  sin'  x  4*  cos*  x  =  1 ,   on  déduit  &  r=  1  j 
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détermination  qu'on  reportera  dans  la  série  da  sinus.  On  « 
donc  trouvé 

d  (sin  7*  )  =B  cosjr.djr ,  d^  (  sin j^  )  = —  cos  7-  âj^ ,   etc. 

i\ cos/)  == — cos/ dj^,  d^  (  cos j*  )  =  cos jr,  dy^^    etc. 

Or  ,  pour  avoir  les  différentielles  successives  tant  du  sinus  que 
du  cosinus  ^  il  faut  encore  connaître  la  différeutielle  première 
de  cos  7%  A  cet  effet ,  on  partira  de  la  relation 

cosj^  =  (  I  —  sin'j")*  c=z 
en  posant  1  — •  sin*  j*  :=  x  :  on  déduit  de  là  (  pag.  27  ) 

jr  s      1   ^         I  ^  —  »  sin  j-, cos  r»dr  . 

d(cos  r  )=:i--r-  =  î  X  =  — sinj^d^^ 

•^  y -s  cosj*  ' 

On  peut  encore  observer  que  la  différentielle  de  la  série  du  co- 
sinus y  donne  pour  coefficient  du  dx  ,  la  série  du  sinus  ,  dont 
tous  les  signes  sont  changés  ;  propriété  de  laquelle  on  conclut 
encore  d(  cos /)  =  — sioT"  d/-. 


• 
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CHAPITRE    y. 

différeniiation  des  fonctions  y  telles  que  •  .  .  .  ^ 
f(p>q.>r...),  p,q^>r,  etc. ,  ét€mt  des  fonctions 
quelconques  de  la  seule  variable  x. 

Supposons  qu'on  n'ait  soos  le  signe  y  qu'Une  seule  (onction  |, 

c'csi-à-dire  y  que 

jr  t=zfp.  •"    < 

D'après  1»  définition  ^  la  difïeisentieUe  prtmière  àtfp ,  sera  1« 
terme  de  première  puissance  de  Paccroiasement  de  x  dans  le  dé* 
veloppement  de  ^,  après  avoir  remplacé ^  par  ^ -f-^dx.  Or, 
par  ce  changement  de  or  en  x  4-  dx ,  /?  |  sous  le  signe  J\y  devient ^ 
comme  on  le  sait  ^ 


1*2 


d/>  '        ' 

eii  p'  est  le  d/?  sor  ixy  c'est-à-dire ,  -/- ,  p^  est  le  d*;>  sur 

d'ir 
flx*,  c'est  fc-dire,     ,  ^  ^    etc.,  en^  observant  qu'ici. jj  est  la 

variable  dépendante  ^  eX  x  \jf  variable  principale.  Que  l'otn 

djr* 
désigne  maintenant  p'Ax  -f^  p!^ ^  etc.  ^  par  k  t  h   sera 

iHiccroisseroent  que  reçoit /i?,  lorsque  x,  dans  p,  reçoit» l'accrois- 
lement  dx  :  ainsi |  la  fonction  proposée  devient ^(p  + /')» 
€t  on  a,  ^ifrh  le  théorème  i!t  tfayior^ 

y^     dp         ^    dp»        i.a  ^      , 
Noos  »vons  ëeri»  àj  ou  4  (yp  )  »iir  àp  ,  d'(^)  sur  dp'  eU., 
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parce  que  p  j^evient  ici  la  variable  principale  d'où  dépend  y 
oxxfp.  Si  on  remplace  h  par  le  développement  que  celle  lettre 
représente,  on  aura 

y(p  +  /i)=>  +  i^{p'd*+/'"-^+  etc.} 

•  •  •  •  M  A  § 

+  — >    y^^  {  p'dx  +  p^ h  etc.  l 

+  etc. 
et  en  «eUTectuant  les  opérations  ^ 

«n    sorte  qtic  hi  différé nticllé  d«  fp  est ,  d'après  la  définition , 

A(fp)       /  '-'     Mfp)     àp'   '     '  '  ,  âp 

-~^yàa;    ou— 1—  ;'^dx,  en  remplaçant  p'  par  — . 

On^-a-dont--  .     —    .  -     . 

Il  faut  bien  se  rappeler,  i**.  que  — -^-^  est  le  coefficient  de 

la  différentielle  àejp\  prise  par  rapport  ï/?,  c'est-à-dire,  en 

regardant  p  comme  variable  principale  \  a*,  que  -p-  est  celui 

dx 

de  la  différenlielle  de  p  y  prise  par  rapport  a  o:^  où  cà  regar-^ 

dant  àc  coJknnie  variable  principale:. 

Pour  mieux  fixer  les  idées ,  nous  différentierons 

J'=fP=P'^y  .    ..      :■ 

p  étant  Tinfinitinome  a  -f'^x  +  >^-^*  +  ^^  +  etc.  Le  coeffi- 

à(fp)  dp  d(aH-£>a:4-car*-f- etc.) 

cient    ■  ^:  r^  ■   est  wp'^-'i    ~- =         T -V -^- ^ 

dp       -  '^  —   -''    d^  .    --ex 

t=z  b  -^  ^cx  ^  3ex*  +  etc.  j   donc 

d|a  +  èa:  +  caN» 4-ex3  +  etc.j'^szam  (^^  ^^  ^  ^^*  ^  etc.)'"-* 

(  6  +  a  cjf  -{-  3<?jc*4-  etc.)  d x. 
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tt  l'on  voit  que  pour  différentier  un  infinidnomc  élevé  à  une' 
puissance  y  il  Jaut  encore  écrire  V exposant  en  coefficunt , 
diminuer  Veocposant  et  une  unité ,  et  multiplier  par  la  diffé^ 
reniielle  de  la  quantité  sous  l'exposant. 

On  a  donc  cetlo  règle  pour  différentier  une  fonction  de  p  ,*' 
*  p  étant  une  fonction  quelconque  de  x.  Faites  le  produit  du 
coefficient  différentiel  de  la  différentielle  de  f p ,  par  rapport 
à  p ,  par  celui  de  la  différentielU  de  p ,  par  rapport  a  x , 
et  par  dx.  ^ 

L'application  de  cette  règle  •  donne 

à{aP)     s=      la.af.p\dx=:la.aP.~-.dx 


i^ip)  =  f:Ëf.=if 


^P.d:c 


dx 


p  p 

d(sin;7)=       cosp./?'.dx  ==       cos /?.——.  do: 

dx 

d(co8;?)  =  —  sinp./7'.da:=:  — sin  p  .-j--  ,dx,    . 

dx 

etc. 

p  étant  une  fonction  quelconque- de  x.  Lorsque  cette  fonction 
sera  donnée  ;  on  pourra  tout  énoncer  au  moyen  de  la  variable  x» 
Passons  à  la  fonction  plus  générale 

y=f{pj9)y 

p  ei  q  étant  des  fonctions  de  x.  Il  s'agit  donc  de  substituer 
jr  -}-  dx  pour  x^  de  développer  la  fonction  variée  suivant  les 
puissances  de  dx,  et  de  retenir  le  terme  de  première  puis- 
.sance  de  cet  accroissement*  Or  il  est  visible  qu*on  aura  le 
même  résultat^  soit  quW  fasse  la  substitution  en  même  tems 
dans  les  deux  fonctions  ^  soit  qu'oit  la  fasse  d'abord  dans 
Tune  d'elles  seulement ,  dans  p  ^  par  exemple ,  et  que  dans 
le  développement  qui  en  résultera  ;  on  change  partout  x  «a 
â:  -{-  dr  dans  q* 
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Ainû  y  en  écrivant  x  '^  dx  pour  x  dans  p  seulement  ^  ^ 
sera  une  constante ,  et  on  aura  y  d'après  ce  qui  a  été  trouvé 
plus  haut/  ce  développement 

"•"V    d/»     '  dar»  "^     d/>»    \dxy  /  i.a  ' 

dans  lequel  nous  n'avons^ mis  en  évidence ,  sous  le  signe  f, 
que  la  quantité  p ,  parce  qu'elle  est  la  seule  qu^  ait  été  sup- 
posée variable.  Maintenant,  par  le  changement  de  or  en  x -f- dx 
dans^f  seulement^  p  redeviendra  constante  à  son   tour;  et 

chacune  des  quantités  fp ,       ^^      .  -^  y     ~d^  '  Ix^  ' 

^     .   TJ- j,  etc.    qui  sera   fonction    de  ^,  dans  cette 

seconde  hypothèse  ^  donnera  lieu  à  nn  développement  dont  le 
premier  ternie  est  toujours  la  fonction  primitive  :  ainsi  y^ 
deviendra 

Si  l'on  considère  que  tous  les  termes  donnés  par  le  déve- 
loppement de   "     ,        .  •——  doivent  être  multipliés  par  dx,  on 

verra  que,  scius  la  condition  de  ne  retenir,  pour  former  la  differen* 

tielle  première ,  que  ce  qui  est  multiplié  par  dx  y  on  n'aura  à 

d(^)      dp 
prendre  que   — r .  -- — .  d^ ,  et  qu'ainsi  la  différentielle  de 

f(PfÇ)^^^^  compose  que  de  ces  deux  termes     ^yr.J^  dx. 

iip       QX 

^h)      dq  ^ 

"  J      "T^^^f  •*  ^or\z  que 

Q(J  QX  '  ^ 
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,     dC^)      dp 
~       d^     .-^djrest  la  diffërcnUelle  def{p,  9),  prise  ea 

rcgardani  la  seule  <piantité  p  comme  variable,  et  -^^  ^dx 

d^     àx 

est  celle  de  la  môme  fonction ,  eu  égard  seulement  à  la  va- 
riabilité de  ^. 

Qu'on  suppose 

/(P^  *)  =  ?"•  9% 

et  on  aura ,  d'après  la  composition  connue  de  la  diffirentielle 

d(;;«7«)=7ii^.;E;".-t  '^dx  +  w;;«.o»-«  ^1  dx. 
-^  ,  "  ^*^  djp 

Soient  maintenant 

p=a  —  x,q^j^,  d'où  p»sB(a-xr,  ?■=„  J      , 
on  troorera 

p— =  (a  — x)«-';    ^=— ,j 

^  (6  — x;"-»*    da:~(6— o:)*^ 

et  conséquerament 

d(p-j«>=«m  j^^(û-x;--»  dx+Ji(a^)«-^*i- .—l—  d:r 

C'est  le  résnlut  qu'on  obtiendrait  par  ta  diffcrentiation  irnmé* 

« 

diate  de  j- s=  (a  —  ir)*»  X -T|— î — —• 

On  pourra  appliquer  la  même  formule  à  la  différentiation 
de 

y"=L(r  ('^+*'")  .sin»  {X  —  bx^) , 
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ou  ' 

p  =  e"^^**  y    9  =?  sin  (a:  —  5x»). 

n  est  mainteuant  facile  de  trouver  la  différentielle  première 
iej'{pf  q y  r).  Pour  cela  ,  on  supposera  que  le  développement 

/<,+„„+»,=/,,„)+(i^.^+^'.^d.+.«. 

soit  celui  d'une  fonction  de  trois  variables  f{p^  <]y  r)  ,  en 
supposant  qu'on  n'ait  encore  fait  varier  x  que  dans  p  et  dans 
q'yil  reste  donc  à  faire  varier  x  dans  r  ^  et  par  là  le  premier 
terme  deviendra 

et  on  remarquera  encore  que  du  développement  donné  parla  fonc» 
tion  qui  multiplie  dard  ans  y(/7-f-^';  q'\'k)on  ne  doit  tenir  compte 
•que  du  premier  terme  ;  parce  qu'il  sera  le  seul  qui  soit  multiplié 
par  ^Xy  et  qu'enfin  les  autres  termes  ne  donneront  rien  qui  ap- 
partienne à  la  différentielle  cherchée  \  e^le  sera  donc 

Ainsi,  pour  différenUer  f  (p,  q,  r,  etc.)>  p>  q,  r,  etc. 
élant  des  Jonctions  quelconques  de  x,  il  faut  dijférentier  suc^ 
x:essivement  et  séparément  y  par  rapport  à  chacune  des  quan^ 
iités  p,  q,  r,  etc.  de  la  fonction  y  comme  si  toutes  les  autres 
étaient  constantes  ;  la  somme  de  toutes  ces  différentielles ,  est 
la  dijférentielle  de  la  fonction. 

Cette  règle  est  générale  y  et  elle  comprend  toutes  celles  que 
nous  avons  fènoncécs  jusqu'ici. 
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CHAPITRE    VI. 

De  la  Différent iation   des  équations   entre  dewc 

variables. 

Lorsqu'une  équation  entre  deux  variables 

F{x',jr)  =  Oy      ^ 

est  résolue  par  rapport  à  l'une  de  ces  variables^  c'est-a-dîre ^ 
lorsqu'elle  est  sous  la  forme 

on  sait  trouver  les  coefficiens  différentiels  de  tous  les  ordres 

dr        d*/*        dH^  ^ 

" —  ,  ,  y  "TT  '  ***'•  '  pu^sq'*'^^'*  ^*^  différentier  toute  fonc- 
tion de  la  seule,  variable  x.  Il  s'agit  maintenant  d'assigner  cçs 
coeflicicns  ,  sans  résoudre  effectivement  la  proposée  par  rap- 
port à  jr. 

A  cet  effet,  imaginons  l'équation  résolue  par  rapport  à^; 
en  aura  donc 

de  sorte  que,  substituant/x  pour  j*  dans  la  proposée  F{Xjjr)—0^ 
elle  deviendra  ^ 

jP(x^/r)  =  o  =  «. 

Mais  F{Xyfx)  sera  une  simple  fonction  de  x,  que  nous 
pouvons  noter  par  ^x ,  laquelle  sera  identiquement  nulle  ^ 
c'-esl-à-dire ,  égale  à  zéro ,  sans  rien  prononcer  sur  r  ;  clic 
sera  donc  encore  nulle  par  le  changement,  de  a:  en  x  -^  iy 
t  étant  quelconque.  Par  cttte  substitution,  on  3;  d'après  lo 


I 

'• 
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théorème  de  Tajrlof, 

,(x+o=o=,^+-A^.+-ii^^+-i^^— 3+  etc. 

et  coBséquemment^  parce  que  raccroissement  i  est  quelconque^ 

d(^a:)  d'(9a:)  d^f^x") 

c'est»à-dire;  en  remplaçant  ^x  par  F  (x  j  jr) , 

Vr^'     w«  d(^^^>j))_,   £W^)_^    <y(F(x,j.))_ 
/^(*.r)=o. —3^—0,  _——-o, —5^5— -o  etc. 

Il  faut  donc  prendre  Us  différentielles  successives  de  F[x,j)^ 
et  égaler  les  cotfficiens  à  zéro. 

Cette  fonction  JP  (a: ,j^)  rentre  daus /{p ,  q)  en  faisant  dan» 
celle-ci;?  =  a:,  9  c=y,  parce  que  ^  est  une  fonction  de  x^ 
On  aur»  donc 

d[F(x,^)]  =  -i^.^d,  +  -^.^.  dx, 

•t  en  ne  retenant  que  le  coefficient  qu'il  faut  égaler  à  zéro^ 

-  à{Fx)         d{Fy)      dy  _ 
dar  dj^         dx 

Or  y  la  fonction  F(Xyy)  étant  notée  par  u ,  on  pourra  éi>ofice« 
très-simplement  le  résultat  précédent  en  cette  manière  .* 

du         du 

d.r         dy  -^  ^  • 

où^'  =  -j^î- ,  — -  représente  le   coefficient  de  la   difiëren- 

tielle  de  u,   prise  en    n'ayant  égard    qd*à  la    variabilité   de 

X  en  dehors  dej',  et -p- annonce  celui  de  la  différentielle  de  u^ 

>  prise  seulement  par  rapport  à  j* ,  ou  dans  Thypo thèse  de  3^ 
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variable  sailemeiit  dans  y  qui  en  est  foDCtion ,  et  non  plia 
en  dehors  de  jr, 

La  fonction  représentée  par  1/  contient  donc  ^  — «  et 

dx       6jr 

du  d^i 

jr^  :   -j —  et  — -  ne  renferment  que  jc  et  j* ,  et  parce  que  y 

dépend  de  Xi  ces  deux  quantités  sont  des  fonctions  différentet 
àe  X  :  jr^  qui  en  dépend  par  la  relation  (1),  est  aussi  une 
autre  fonction  de  x  ^  en  aorte  qu'on  pourra  poser 

oc  y  Xf  y  étant  les  trois  fonctions  de  x  analogues  à  "p  ^  q^  r 
dansy*(/?y  9,  r)  du  chapitre  précédent.  On  aura  donc,  diaprés 
la  règle  connue, 

di/    ,  di/    dr   ,      4    du'  d^.. 

-; — .  dx  4-  -: — .  -^^  dx  A =^  dx  • 

dx  ^  djr     dx        ^  dy   dx       ' 

dp 
«n  observant  que  -j^  =  1;  parce  qu'ici /?s=x:  mais  lecoeffij- 

cient  différentiel  est  nul ,  donc 

Il  reste  maintenant  à  tout  traduire  en  u  qui  est  la  fonction 

donnée*  Or  -r —  indique  le  coefficient  de  la  différentielle  de 

dx 

t/  prise  par  rapport  à  la  variable  ^  en   évidence  dans  --r — 

et  -p-  j  et  non   pas  par  rapport  à  celle  dont  J*  et  7^  sont 
djr 
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du' 
foDCb'ons    On  ft  donc  cette  traduction  de  —, —  « 

do: 

â^'  d»M  d»w 

= 1 Y* 


daf  dor"         d/dx  "^    ' 

d*if 
où         ^    indique  le  coeflicient  différentiel  du  second  ordre  y 

provenant  de  deux  diffërentiatlons  successives  de  u^  Pane  et 

d'w 

l'autre  par  rapport  à  la  variable  x  en  évidence  ,  et   -^ 

d^-dx 

celui  qui  résulte  aussi  de  deux  différcntiations  de  u,  effectuées 
la  première  par  rapport  à  jr  seulement  ^  et  la  seconde  par  rap- 
port à  X  seulement. 
On  a  de  même 

du'  d«i/       .     d'i/ 


dj-         dx  dy  ^^  dy*        ' 
et  conséquemmcnt 

du'      ,  d'i/  d'M     , 


d^  dx  d;^  dj^ 

d^u 

rappelant  le  coeflicient  différentiel  provenant  de  deuxdif- 


dx  ày 
fcrentiations  successives,  la  première  par  rapport  à  Xy  la  seconde 

d'w 
par  rapport  à  ^  ,   et       ^    le  coefficient  de  la  différentielle 

seconde  de  u  par  rapport  à  y  fonction  de  x* 

Enfin     .  ,    indique  le  coefficient  de  la  différentielle  de  u\ 

ày 

différentielle  prise  seulement  par  rapport  à  j^  en  facteur  dans  le 

second  terme  de  u^j  en  observant  que  j^  ne  se  trouve  ni  dans 

du  du      ^ 

-- —  ,  ni  dans  -; —  :  donc 
QX  dy 

du'  du      dy'  du         ,.  ,     du'      ^       du     „ 

dy       djr     iiy       ày  '  ày  ^        ày-^   ^ 
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Sî  Ton  rassemble  tous  les  termes  que  nous  yenons  de  trans- 
former^  on  trouvera 

d*ii     ,         d'M       ,   .     d'il     ,     .     du     ,,  «       /  % 

dx»   ^      d^  dx  -^  dj>  *^      ^    dj^  ^ 

pour  développement  de  .   ^       =Oy.en  supposant 

d'M  d'w 


dy  dx         dx  ày  ' 

identité  qui  sera  démontrée  plus  loin. 

Le  premier  membre  de  la  formule  (2),  c'est-à-dire,  u^  est 
une  fonction  de  x  ^  y  ^  y* ^  y'^^  qui  donne  pour  coefficient 
différentiel      ' 

dw^         dii^      dr         dtt^      dy'          di///      dy^ 
j ._£_  J ,_£ ! .  «£ —  =  0; 

dx  dj^      dx         dy       dx  dy'f       dx 

c'est-à-dire , 

d(^— ^ 

'V,  J      ^//       ^^^^  Via;-/        <1V      o  '  tf 

a  bause  de  y^rz—r—  = = -—— .    Ur  en    énonçant 

•^  do;  do;  dx^  ^  " 

tout  au  mo^en   de  u ,   on  a   ces  traductions.     ^ 

duff  d^u  dht  d^u  d'ii      „ 

dx  dx^         ^       dj-dx'  ^     ^dj-'dx^     ~  dy  dx^ 

àull   ^  _       d^u      ^  d^u         ^^  d^u      ^  d'n      ^  ^^ 

^^'  ~    dx^ay'  "^^djdxdj-^'"  "'"    dy"^  ^   "^    dy^  ^^ 

da"    ^  d'M      „    .  d*w        ■     ,,      * 

I 

dz/*  du 


/       • 


'  I 
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Rassemblant  tous  ces  termes^  il  vient 

^^-^^^'^    -^j^=o=,.- (5) 

en  supposant  les  identités 

d'il  dht  d'il 

^i  seront  démontrées  par  la  suite. 

On  composerait  aisément  T^quation  de  relation  tnVrt  jf  y  y'^ y 
J^'S^*%  et  ainsi  des  autres. 

Nous  observerons  à  l'égard  de  ces  coef&ciens  différentiels, 
1*  que  celui  de  Tordre  le  plus  élevé  dans  Içs  équations  (i)  ^ 
{2)  y  (3)  y  etc.  y  tsX  toujours  linéaire  y  ou  du  premier  degré  } 
et  qu'ainsi  il  sera  toujours  exprimé  rationnellement  en  x^  jfy 
et  en  coefliciens  différentiels  des  ordres  inférieurs^  a®,  que  ce 
coefficient  de  Tordre  le  plus  élevé  peut  toujours  être  évalué 
en  fonction  des  seules  variables  x  et  y.  On  voit  donc  que 
l'avantage  de  cette  analyse  Consiste  en  ce  que,  sans  résoudre 
l'équation  proposée ,  on  peut  cependant  en  tirer  tous  les 
coefficiens  différeâtiels. 

S'il  pouvait  rester  quelqu'obscurité  sur  le  principe  de  cette 
théorie,  parce  que  l'équation  ^x  =  o  (  pag.  69) ,  p'est,  dans 
le  fait  ;  que  0  =  0,  on  pourrait  rétablir  comme  il  suit  :  soit 
toujours 

ii  =  F(a:,  J^)  =  o,- 
ct  supposons   qu'on    ne    fasse    varier   que   la   variable  x   en 
dehors  de  ^^  en  sorte  que  la  fonction  de  x  ^  représentée  par 
y ,  soit  Constante  :  on  aura  le  développement 
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^  do:  ^dx»    1.2  ^  da:^     1.2.3   ^ 

Mais  X  devenant  x -^  £  dans  x  y  et  ne  variant  plus  en  dehors 
de  cette  fonclion ,  si  l'on  désigne  par  h  raccroissement  de  jr 
correspondant  à  l'accroissement  i  de  x ,  le  premier  terme  u  ^ 
du  développement  précédent^  deviendra 

.     dw    ,    .     d^u        h^ 

u  -4-  -5 —  h  -4-  -5 —  . .  .  .  •  (i) 

^    d^       ^   d^»      1.2  ^  ' 

dw  ,  » 

-T-  deviendra  ^ 

QX 

d7  +  — dT"    ■*"~âFï — ITT"  •  •  (") 

deviendra 


dx' 

/  d'K  \  /d'M\ 

d'i/     .        Vdx'A,     .        VdxV      ^* 

-; j ^  ^  "T n^* ....  (3) 

dx'  dj  d^*  1.2 

tt  ainsi  des  autres.  Mais  à  cause  de  je  fonction  de  a: ,  on  sait  que 

dr  d'r     *• 

h=.-^  i+  -j^ h  etc. 

dx  dx*    1.2 

Substituant  cette  valeur  pour  h  dans  les  développemens  (i.)^ 

(a)  multiplié  par  i  [5) ,  multiplié  par  ,  etc. ,  on  trouvera 

'  .2 

(du         du    dY\  , 


I  ''^*^*>J"r"^  —  '*^\àx^  dj' 

"*"\dx*  '^"^dxdj-'da;  '^dr^\dxj    '    d^ 


x.»!/     dr       d'tt/dr\»  ,    dw    dy\    /»     ,      ^ 
^    -^-dr    dx  ^drAdx/  ^  dr  dxVi.3         - 


Mais  parce  que  F{x  +  ijj-  +  h)d=o  en  même  tems  que 

5 
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F(x^j')y  cl  que  raccroissement  i  est  quelconque,  les  cocffi- 
cieos  d.s  puissances  de  £  deviennent  séparënient  nuis  :  on  a 
donc 

du         du       B^     ^^ 

do;         d;^  *  ""  dx 

d'M  d*w  d'w       /a  _,    ^"      » ^'" 

l^'^'^'drdP^+'dF'"'^  d^-^    "^"""1^' 

En  poussant  plus  loin  le  calcul ,  on  trouverait  le  résultat  (3) 

(pag.  64)  pour  coefBcient  de  — -,   et  ainsi  des  autres,  j 

Cette  manière  de  présenter  la  chose,  ne  laisse,  ce  me  semble ^ 
aucune  difficulté}  et  d'ailleurs  il  suffisait  de  déduire  de  z/  =  o, 

la  conséquence  -j —  =  o ,  et  la  règle  pour  former  ce  --- —  f 

parce  que  le  reste  se  fait  comme  on  l'a  vu  (pag.  61  etsuiv.). 
Appliquons  ces  règles  à  l'équation 

^  •  —  2  mxy  -f-  x*  —  a'  =:  o , 

en  différentiant  une  première  fois ,  on  trouve 

dy  dy 

aj-.  —  — 2ma:-j^  — am/  +  2a:  =  o, 

c^est-a-dire  , 

(  j  _  mx )y  —  m^  +  a:  =  o. . .  .(1), 

dy 
en  fusant  -~  :=zy  :  on  déduit  de  là 

^^«rzz£. (^j 

Si  on  élimine  y  entre  la   proposée  cl  sa  dérivée  en   y,  on 
obtient,  après  les  réductions, 


DB  Calcul  DiFFÉnENTiEL;  ^ 


ivMa 


j^*  —  a  mxy*  -f- 


t 


o 


é<]nations  du  second  degré  en  y',  et  qui  donne  les  deux-Ta-^ 
leurs  de  y'  correspondantes  aux  deux  valeurs  de^. 
Une  seconde  difl'érentiation  de  Tëquation  (i)  ^  donne 

c'est-à-dire  • 

(^  — ma:)  y^  ^^»  —  2m/'  +  i  =:o....(3). 

Si,  dans  cette  équation ,  on  substitue  pour  j^'  sa  valeur  tirée 
de  (2)  ,  on  aura  y^f  en  fonction  des  variables  x ,  y^  et  éli- 
minant Y  enlre  cette  dernière  et  la  proposée ,  on  obtiendra 
deux  valeurs  de  yf^y  correspondantes  aux  deux  valeurs  de  y 
et  de  y* 

Soit,  en  second  iieu^  l'équation 

^•  +  2a?7--|-a;*4-a»=o^ 
on  en  déduit  celle-ci , 

(2j^-f  2x)y  +(aj^-f-  2a;)s=:o} 

el  divisant  par  2/  -)-  ^^9 

y  +  1  =0  : 

en  résolvant  la  proposée  par  rapport  à  j^^  on  trouve 

qui  donne  pour  la  difFérentiation 

comme  ci-descns. 

Soit  encore  l'équation  composée  , 

j*  „  27  (a:  —  a)y «— 6  +  (ap  — a)*  («  — 6)  =;0| 
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on  trouve  facilement 

+  («-#)'=o>      • 
et;  après  les  réductions, 

X  —  a 


y=ï/ïir5  + 


'  La  proposée  résolue  par  rapport  à  jr  j  donne 

y:=z{x  —  a)Vx—b 
d'pii  l'on  déduit,  comme  précédemment, 

dT  ,      é/  .       «  —  « 


ou 


-àx  aVx—ù 

P^ous  montrerons  quelques  usages  des  équations  différen- 
tielles ,  et  d'abord  nous  chercherons  le  développement  de  l'in< 
finitinone  élevé  à  une  puissance  quelconque  m*  Soit 

^=  a  4-  ^^  +  ex*  +  c^  +  etc., 
on  aura 

j^  =  jï«  =  ( d  +  ior  -f.  ex»  +  ea?5  +  etc.)*».  • .  .(i) 
et,  d'après  ce  qui  a  été  démontré  (pag.  55) , 

d'où 

divisant  cette  identité  par  j'=-X*",  on  a  » 

—  s=  ■■  y  ■  ;  d'oîi  yX^^mjX' £=  0. . .(2) 
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iqaatîon  '  différtintielle    délivrée   de^  X*  qui   tel  U  fonction 
inconnue.  Posons 


j-  =  A+  Bx+  Cx»  +  Ex^  +  etc., 

nous 


A  f  B  ^   C  y  etc. ,  étant  des   coefficiens   indéterminés , 
aurons 

dr 
y    ou    ^ssB +  aC5r  +  3-Ea?*-|- etc. 

QX 

_-  d-X^ 

-A'   ou    -j — =  b  +  acjc  +  ^***  +  *^^ 

La  substitution  dans  Téquation  différentielle  (2)  donne  celle-ci  p 

aB—mbA-^{zaC+bB'^m{%cA^bB)}x 
+{3a£:+a£^C+c^— m(3e^+3c5  +  ftC;}*»+etc.  =  o, 

de  laquelle  on  déduit  * 

4ii&— m6>^=o 

3 aj:  +  2  èC+ c^  — m (3tf^  +  ac^  4.  6C)  =c o» 


et 


B  = 


etc. 
mhA 


^ amc>^+  (yii-*"0^ig 

2a 

_,        Bme-^  +  f2  m— i)c5  +  (m  —  2}fcC. 

+  etc» 

Mais  le  premier  coefficient  A  reste  indéterminé  5  pour  Téra^ 
luer^  on  observera  qu'à  x=zOf  répondent  en  même  tems  X=:a^ 
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j-zrriAzrzi^'j  douc  ^ssa",  détermination  qu*on  portera  dam 
Bj  Cy  Ey  etc. 

t^assoDS  à  une  autre  question.  En  posant 

^  =::  sin  X ,     «  =  cos  X  y 
nous  avons  trouvé 

d/=  cos  xAx  ;  dz  =  —  sîn  x.àx» 

Si  on   rnirltiplie  la  première  de  ces  équations  par    k  — - 1  ^  et 
qu'on  l'ajoute  à  la  seconde,  on  aura 

^+àyy/'^^{—y+zV^^i)àx-{Z'\TjV'^i)V 
et  divisant  de  part  et  d'autre  par  z  -f- J"  r  —  i  y 

2+jrV — I 
* 

Or,  nous  avons  vu(pag.55)  que  si p  est  une  fonction  quelconque 
de  X y  le  logarithme  népérien  de  p,  c'est-à-dire,  //^|  a  pout 

difTérentielle  — ^  :  posant  donc 

P 

p=.z+jrV^^^ 


on  aura 


et  par  la  division  de  ces  deux  égalités 

dp  dz  4-  ^T  V —  i 

P  z  +  j-  V  —  1 

Ainsi,  la  fonction  /(«  +  7*  v  —  i  )  est  celle  qui  a  pour  diffé- 

^z  +  dr  V^ 1 

renticlle  — ■  :  d'ailleurs ,  la  fonction  primitive  qui 

Q   pour   différentielle   d«  K  —  i ,  est  évidemment    x  V^— i^ 
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Donc  

oa  plus  gënéralement 

k  étant  nne  constante  arbitraire  qui  complette  la  fonction  prî<- 
mitive,  constante  qui  disparait  par  la  différentialion ,  en  soptc 
qn*on  retomberait  encore  sur  l'équation  différentielle  de  la- 
quelle on  est  parti.  Mais  la  constante  arbitraire  k  doit  être 
déterminée  conformément  à  la .  nature  des  fonctions  jr  et  x  : 
or  pour  a:  =  o  onsLjrszOfZ:=:if  et^  dans  cette  hjrpothèso  ^ 

devient 

Z  I  =  A* ,   d'oii  A  =  o« 

Ainsi 

Hz+jr^/ —  I  )  =  X  V^—  I  =  x{^ —  1  .  le  =2  le  f 

et  repassant  des  logarithmes  aux  nombres^ 

z±jry—  i=e  , 

«  cause  du  double  signe  du  radical*  On  est  donc  conduit  à 
cette  propriété 

X\/—  I 


COS  X 


±  sin  a: .  y —  i  tsr  e  (5). 


Ajoutant  ^  puis  soustrayant  les  deux  équations  comprises  dans 
la  précédente^  on  a  d^une  part 


e  +e 

COS  X  C=5  '        ■         ' 


2 

•  •  •  •(4)^ 

e  — e 

un  x  =  «^ 


a\/~ 


1%  htçO^S, 

Ainsi  des  sinus  et  des  cosinus  réels  se  trouvent  expriruës 
par  des  exponentielles  imaginaires  ,  ce  qu'on  peut  regarder , 
dit  Lagrange,  comme  une  des  plus  belles  découverles  de  ce 
siècle.  

Si  dans  les,  deux  membres  de  (4)  on  change  x  en  x  v  —  i , 

Qn  trouve 

cos(a:K  —  i)  = : — 


■      .  .  .(40 

sm 


;m  (xy  —  i)  = 


2V—1 

Ainsi  réciproquement  des  sinus  et  cosinus  d'arcs  imaginaires 
sont  exprimés,  par  des  exponentielles  réelles, 
(^ue  dans  la  relation 

/  (cos  ^  -f"  ^^^  ^  v/—  1)  =  X  y  —  1  > 

on  remplace  x  par  des  multiples,  pairs  de  la  demiocirconférence^ 
savoir  o-x,  2  »  j  4  ». ...  2  A'»-,  et  on  trouvera 

/l=no,  Zlrrra^V^ — ï>   /i  =  4»V  —  l.  .  ../l  =2A;r  V^ —  i. 

Ainsi  l'unité  et  conséquemment  tout  nombre  a  un  nombre  in^ 
défini  de  logarithmes  dont  un  seul  est  réel:  qu'on  remplace 
ensuite  :r  par  les  multiples  impairs  de  la  denii-ciriConfcrence  ^ 
savoir  îr,  3îr,  5  T. . .  .(2/:  +  j  )  îT^  et  on  aura 


Z(— 1)=    »     —1,     /(-T.  i)=:3»V^— 1, 

/(*— i)=5irv/^irr;...  /(— i)=(aÂ:4.i)^vcr7: 

Ainsi  tout  nombre  négatif  ne  comporte  que  des  logarithmes 
imaginaires. 

Si  on  change  x  en  mx  dans  Pidentilé  (3),  ce  qui  donnera 

cos  mjs  ±L  sm  mx  K  —  1  =  «  ...  •(0)  ^ 
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et  qu'on  #Iève  les  deux  membres  de  la  même  identité  à  la 
puissance  m^  d'où  ' 

j  i  mx  [/'—  I 

(  cos  a:±  sin  X  y —  i,)"*  =  e  . . .  .(6), 

des  formules  (5)  et  (6)  on  déduira  celle-ci 

(  cos  X  ih  sin  a?  {^ —  i  )"*  ssc  cos  mx  ±  sîn  mx  v/—  i , 

qui  est  remarquable  autant  par  sa  simplicité  et  son  «élégance 
que  par  sa  fécondité  et  sa  généralité  {Leçon  X"**.  du  Calcul 
des  Jonctions  f  par  Lagrange). 

Considérons  maintenant  une  équatioki  telle  que 

dont  le  premier  membre  soit  le  produit  des  m  facteurs  x  —  a , 
;r  —  é ,  X  —  c  ,  etc.  :  on  a  Pidentité 

x^—A3f^^'\'Bxr'-^—...Tx^  F=:{x—a)  (x—b)  {x—c)  ctc..(2), 

laquelle  a  encore  lieu  lorsque  x  prend  un  accroissement  quel- 
conque 0  ce  qu'fl  ne  serait  pas  vrai  de  dire  de  l'équation  elle- 
raéme^  qui  n'a  lieu  que  pour  un  nombre  déterminé  de  valeurs 
de  X. 

Ainsi  l'identité  (2)  subsisteta  encore  pour  x  -f-  '^'  9  l  étant 
quelconque  :  or ,  si  on  développe  chacun  des  membres  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  i ,  on  aura  des  égalités  entre  les 
coefficieas  %s  mêmes  puissances  de  cet  accroissement.  Mais 
le  coefficient  de  i,  dans  le  premier  membre  de  l'identité  (2)^ 
est 

^  =  mx^-'— (m— i)-dfx'"-»  .   i  .  —  T'y 

QX 

et,  d'après  la  règle  pour  différcnticr  un  produit,  on  trouve 
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pour  celui  de  i  dans  le  second  développement  (  pag.  55  et  suîr.  )  y 

dy 
.—--  =  {x — b)  (x — c)  (x — d)  etc.  +  {x — a)  {x  —  c)  (x — d)  ctc» 

QX 

*    +(ar— a)(x  — ^)(x— d)elc. 
On  a  donc 

^^m-i  —  ^^ — i)u^j:''»— ». , . . —  7=(j: — b)  {x —  c){x — d)  etc. 

+  {^ — ^)  {^ — ^)(^ — *\)  ^*c* 
+  {x — a)  {x  —  b)  {x — d)  etc. 

+  (x — a)(a:— A)(.T— .c)ctc. 

+  etc. 

Le  poljnome  j^  devient  nul  pour  x  -=2  a^  r=zh  ^  t=iCy  etc., 

mais  il  n'en  est  plus  ainsi  du  coefficient  différentiel  du  pre-* 

dr 
niicr  ordre  -~  y   on  en  verra  la  raison  dans  les  applications 
dx 

aux  courbes.  Les   coefficiens  différentiels  du  second  ordre  ^ 

sont 

d'r 
-"5 — :=im[m  —  i)x""^^  —  (m  —  i)(m  —  vl^Ax""^^ 

=  (x — c)[x  —  d)  etc.  4-{x— û)  (or— d)  etc. 

en  observant  que  le  second  membre  est  la  somme-  des  produits 
différens  des  m  facteurs,  pris  iw— a  à  jn  —  a.  Ce  coefficient 
ne  devient  nul  pour  aucune  des  racines ,  et  il  en  est  de  même 
de  tous  les  suivans. 

Mais  si  la  proposée  y  comporte  des  racines  é^es,  et  qu'oR 
ait  ;  par  exemple  ,  cette  ideutité 

on  en  déduira 
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^:=-Y=m'  («—a)"'-'  (X— 6)""     (x—c)"'"    {x—e)  {x—f) 


.// 


w 


+  mW(x— a^      {x—by     (x— c)*»  -  «  (x-^e)  (a:-/) 


4-       (x — a)"*      (x — ^)"*       (a: — c)"*        (x — e) 

et  alors  les  polynômes  jr  et  V  sont  satisfaits  en  même  tems 
par  toutes  les  racines  égales  y  puisqu'ils  prennent  pour  facteur 
ou  pour  diviseur  commun 

Dt=:{x  —  ay-'  {x  T-  by^"-'  (ar  —  c)"*'"-' ,     \ 

c'est-à-dire,  le  produit  des  facteurs  multiples,  élevés  chacun  à  un 
exposant  moindre  d'une  unité  que  celui  du  même  facteur  dans 
la  proposée.  On  a  vi^  dans  l'Algèbre  (r®.  sect.),  que  des  poly- 
nômes j*  ou  X  et  Ky  on  pouvait  déduire  deux  équations  qui 
ne  contiendraient  Tune  que  les  racines  inégales  j  l'autre  que 

d'y* 
les  racines  égales  y  mais  devenues  toutes  inégales.   Le  *j^^  > 

divisé  par  2  y  serait  le  polynôme  Z  y  qui  deviendrait  nul  par 
toutes  les  racinos  égales  ,  et  ainsi  des  coefficicns  différentiels 
jusqu'à  celui  dont  l'oî-dre  serait  le  plus  petit  des  exposans  m'^ 


m"  y  m"'. 


Recherchons  enfin  les  formulas  qui  donnent  les  sommes  des 
puissances  des  racines  en  coefficiens  de  l'équation. 

Désignons  par  a.  y  €,  y  y  ^y  etc.  ^  les  racines  de  l'équation 
a:^  — ^x'^^'-f  Bx^-''  +  etc.  =  0, 
Bons  aurons  l'identité 

x^  —  u^x""-^  4.  Bx^-^  +  etc.  =  (j:— •«)  (-a^-^f)  etc.  ^ 
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et  conséquemment  celle-ci 

[[ar-^Jx^"'  +etc.}=  /(x— a)  +  /(«— C)  +/(x— y)  etc.  {% 


(*)  De  cette  id«ntiti  qui  a  lien  aussi  pour  x  -4-  i>  on  conclut  Tégalit^ 
des  coefticiens  de  i ,  c'est-à-dire ,  celle  des  eoeffîciens  différentiels  da  pre- 
mier ordre.  Si  Ton  désigne  parj^,  le  polynôme  x"*  — -^x"*"^. . .  —  Jx+f^, 
on  aura 

âr 

Kr-^T-  «4-etc.)  =  /((x— «)  +  i)-»-/((x-C)-»-04-/((jp— >)4-*)-»-ct«- 
dx 

Mais  en  posant  iP/=r  i  dans  le  développement  de  log  (t  -i-  x)  (pag.  48)» 

A 
afin  de  passer  aoz  logarithmes  népériens,  puis  x  =  —  ^  on  trouvera 

z 

k  k*  A3 

/(  z  4-  A)  =  i!s  H H etc. 

djr  d^jr      t' 

Soient  maintenant  z  =  y  et  A  =  — —  i  4-  -; h  etc. ,  pois  snccet^ 

•^  .     dx  dx»    1.2  ^ 

sivanent    z=rx  —  a,  =  x— -€>  =x  — y^  etc.,  et   kzsiy    et  on  6b* 

tiendra  celle  identité 

Ijr  H 7^^-^  «  4-  «te.  =  /(x  —  «)  H h  etc. 

dx  X  — a 


H-/(x  — C)  -4- - 

X  —  C 


etc. 


4- /(  *  —  y  )  4- — —  -*- etc. 

X  — y 

4-  etc. 

Eflaçant  //■  d'une  part,   et  de  Tantre  son  équivalent 

'(  ^  —  «)  4-  /(  X  —  C)  4-  /(x  —  y)  etc. ,   puis  divisant  par  i,  on  se» 
conduit  h 

d(iy)                  I                       1            '            I        "^ 
— T =  4-  —  4 4-  etc. 
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/  indiquant  un  logarithme  hyperbolique.  On  peut  donc  difFé- 
rcntier  de  part  et  d'autre  ^  et  on  aura  (  pag.  55  )  j  après  la 
division  par   dx, 

mx'"-' — (m—i  )Jx^'^  4.  f  m  —  a)  Bx'^^  —  etc.     —  T 
x^  —  ^x'"-'  4-  Bx'"-*  — —  Tx-^-V 

=  ~ —  +  -T^  +  '^ ^-^*^ (^^) 

X'—a.  ^  —  W  X— y 

Développons  j  par  la  division  ,  les  deux  membres  suivant 
les  puissancet  négatives  de  op  :  le  premier  donnera  un  quotient 
de  cette  forme 

X     ^    x^         x^   ^  x^ 

et  pour  trouver  les  valeurs  de  P,  Q,  R^S j  etc.,  il  n'y  aura 

qu'à  multiplier  le  quotient  par  le  dénominateur 

x^  —  Ax^"^  4"  ^*^-  7  ^'  comparer  ensuite  les  termes  avec 
ceux  du  numérateur  m«~~*»  —  (m  —  i  )  Ax^'^*  :  on  aura 
ainsi 

P  =  m 

Qz=AP  —  {m—i)A 

R  =  AQ  —  BP  +  {m  —  2)B 

Sz^AR  —  BQ+  CP.— (m  — 3)C, 

etc. 

oii  Ton  Toit  que  la  suite  des  quantités  P,  Q ,  il,  etc.,  devient. 


c  cst-âH-dir« , 


„'^«,(;n-0//y''^H-(/;»--a)J?^"*^-  'T_  JL^^JJL^J^ 


+ctc 

X 


'"-^x"— \...-2x  +  r  '-^^      '-^      ''■•''    * 


îdcnùié  donnée  par  la  difléreniiation  immédiate  de  /(  x"*        —  TV  -h  f^. 
^  /(x—  0)  -f-  eCc. 
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après  le  m™*,  terme,  une  suite  récurrente,  dont  l'ëchelle  de 
relation  est  A  ^  —  B  ^   +  C  j  —  D  ^  etc. 

La   somxpe   des    quotiens  donnés  par   le  second  membre^ 
sera 

— +  («  +  «  +  Y  +ctc.)-:^  +  (*'  +  C"  +  ï'  +  etc.)-^ 
+  (a3  +  S5  +  y3+etc.)-^+  etc. 

Maintenant  la  comparaison  des  coefliciens  des  mêmes  puis- 
sances de  X;  donne 

Q  =  et  +  ff  +  y   etc. 

JS  j±:  a"  +  ff*  +  y*  ClC.     / 

iS  =  «3  ^  ff^  +  y'  etc. 
etc. 

Ainsi,  désignant  par  SxjS^j  «S3,  etc.,  les  sommes  des  puis«- 
sances  successives  entières  et  positives  des  racines,  on  aura^ 
après  le$  réductions, 

S^=      AS, —  a  fi 

Si  =      AS^  ^  BS,+ZC 

54  =      ASi  —  BS:,  +  es,  —  4Z> 

etc. 

On  a  donc  exprimé  les  sommes  des  puissances  successives 
entières  et  positives  des  racines  d'une  équation,  en  coefficiens 
de  cette  équation. 

On  peut  écrire  l'identité  {M)  comme  il  suit  : 


V 
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Le  développement  des  premiers  membres  ^  suivant  les  puis- 
sances croissantes  j  entières  et  positives  de  x ,  sera  de  la  foniic 

_  P'  _  Q'x  —  R'x^  —  5'x^  +  etc. 

Multipliant  par  le  dénominateur  et  comparant  les  termes^  on 
trouvera 

yP'  z=i  T 

yry=TP'  —  'xS 

yEf=  TQ'—SP'  +  3R 

yS'  =.  77Î'  —  50^  +  7ÎP'  —  4  Q. 

etc. 

Le  second  membre  étant  aussi  développé  suivant  les  puissances 
croissantes  |  entières  et  positives  de  Xy  donnera 

on  aura  donc  ^ 

P'  = +  -F-  +  «^c- 

ce  b 


Ç'=Tr  +  Tr+  «''^' 


iJ/ =    •    +  J_  +  ctc, 


etc. 


en  sorte  que  y  désignant  par  .5  ^  ^S  j  z^ ,  etc.  les  sommes  des 
puissances  réciproques  des  racines ,  on  aura  ces  rel&tiuns 


8o  Lcçoxvs 

T 

etc. 
Ces  seconds  membres  forment    une    série    récurrente    dont 
l'échelle  de  relation  est  +-Tr>  —  "rr?  +"7r;  —  **^» 
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CHAPITRE    vil. 

Sur  la  manière   de   rapporter  les  eocpressions^ 
et  les  équations  différentielles  ,à  différences 
vanables.   -   -  -  ^ 

Daks  ce  qui  «précède  ^ 'nous  avons  tbujoutj  -regardé  x. 
comme  variable  principale  ou  indépendante  j  et  alors  ^  va- 
riait p^r  X,  suivant  la  rèUlion  Jr  =:pyi: ,  Oi|  .f  (i,  j^j  =  o  i 
mais  si  Ton  rqsout  )*équation  par  rapport  à  x,  on  fait  dé- 
pendre  x  de  y  qui  denridnt  ia.^tiriahle  prihciphie'^v  c'est  ^ 
dans  la  géométrie  des  courbes,  construire  sur  Taxe  des  Xj 
dans  le  premier  cas^  et  tuT'  Taxe  des  jr^   dam  lêsecond» 

Ainsi ,  toute  expref^ion ,  toute  équation  ^fférentielle  est  re-, 
lative  à  l'une  de  ces  hypothèses  ^  et  sa,  forme  change  en  pas- 
sant d'une  hypothèse  à  utie  autre. 

Pour  traiter  d'abord  le  cas  le  plus  simple  ^  nous  supposerons 
qu'on  veuille  rapporter  les  coefficiens  différentiels  de  l'hjrpo- 
thèse  de  â:  variable  principale,  à  cijlle  de  x  variable  dépendante^ 
ou,  en  d'autres  ternies,  qu'on  veuille  traduire  les  coefficiens* 
difTérenUels   dus  à  jr  ==/x  y  »dans  '  ceux   quji  répondraient   à 

x=4>r.  *    - 

Si  dans  ^==/x  on  change  x  en  x^iyXV^^^^  ^  accroig* 
sèment  qui  est  -     '   *" 

dx     ^   dx*    i.a         dx^    i.a.3  ^     ^  ' 

Donc  y  si  dans  l'équation  réciproque  x  =  fj^;  on  change  jr 

6 


en^  +  /i,  a:  devient  a:  +  *;  ^^  o^  a 

dj-  djr*      i,*A   .'  -4j^      1.2.3 

Si  Ton  prend  la  valeur  (i)  de  A  pour  la  substitber  dans  (2), 
on  aura  cette  ideptité  ... 

^  ^=x'(y/4-^'-^  +y"-^+  etc.) 

H (yi  +r'' V-y"  .    .    o   +  etc.  l  +  etc; 

dans  laqudle  j-S jr'y^ j^^  etc.,  désignent  -j^,  -^ >  -— -, 


li      .    '  .      .j  ».       •*  '        ••  '■- 


da?     d*j?      d*jc 
ftc« ,  tX^y3cf(y^"y  etc.  y  veprëséntent  "T^>"rV>  ?^  >  **^* 


et  on  en  dédtût^  parla  comparaison  das  «coefficient  des  méines 
j^yissances  de  i^  c^s  relations 


y      '     *  t        * 


i  i 


'xy=i,  x'y^xffy^=io^  a/yf+Zxf'xy^+^y^=o  etc., 

1  »         ■       ■  *  ' 

/ 

d'où  l'on  ti|rç,  i*-    , 


f  f  t  * 

\  t 


•^  -^  ^/.?  7   —      ^n  \  J    ~    ^5    '^  "^^ 

-  F5a^ir'^4>io:g^       \a^     - 

*!  ,„  —  — TT  «  etc. 

et  2®.  ^es  relations  inverses  : 

i 


«'  = 
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+ p5 ^-.  — p,<.et*. 

etc.  1   .     .  j 

Avant  de  passer  à  une  solution^  plus  généf-ale  de  Ja  question 
qui  fait  le  sujet  ^ie  f e  chapitre  ;  nons  montrerons  ^  par  quel« 
ques  exemples,  l'utilité  des  transformations  que  noui  renètht 

de  faire  connattrc.  „:  .  d     ..      .*     

En  partant  dc^  «=  «*,  dont  la  relation  inverse  est  x=\og.  j', 
^ous  avons  trouvé  .   ..  \  ;..,  ^   „^    '^' 

dr  •  '  *" 

-j^    ou   y  =  a*.laz=ynla. 

Or^  d'après  la  relation 

yaf  =  '  >     d'oïl    jr'  =  —  , 
on  aura  —    % 

telle  est  y  en  eSet^  la  diffërentielle  d^  logarithme  de'jr^  .  .    ^ 
fin  partant  de  la  fonction  jr =sin  x  qui  donne  x  ==:  arc  (sin=r^)^ 
on  a  trouvé 

^    ou    y  ^cos.^irj 
donc 

«'  =  ^-7-  =  — — •    on    dx  =  — îi— . 
J-'  co»  4P-  -  5:0s  iC 

Or  X  étant  l'arc  qui  a  pour  sinus  j^,   on  sait  que  . 
cos  X  =  V  I  —  ^'y  et  conséquemment 


.  7  • 


•    • 


<.'>.•    ■ 


dr 

dx    ou    d(arc(sinc=j'))  = — 


V7^' 
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En  supposant^ =cos  jr,,d'oiiroii  déduit  a*=:marcfcds.=^),, 
on  a  trouvé 

tt  de  là  résulte 

•*>      ■       I  .      ■    ■ 


r     .    T*  r—  «in  a- 


:?=•> 


f  t  conséc^uewment  •    , 


.  •  f 


t .  -.  ^. 


àx    ou    &  Tare  (cos  =y))  =  —  ■      *  "^  ' '-. 

Pour  /  =  tang  x  ,  qui  donne  jc  =  arc  ( tàri]g  =^  ) ,'  ôîi^  il 
•u 

-—.    ou    r'  = , 

dx         ,  cos*x 

et  d'après  la  relation  x'y'  =  i ,  on  trouve 

dx 
x'  r=  -^ —  =  cos*  X. 

HT 
on  déduit  des' formules  (  pftg.  8i  et  83.  X  - 

jr ^  =  - ,  -  î=  —  a  x'  sîn  X  cbs  x  == — x'  'sib'  ^x  -±1  ^^'sîna  x  c6s*Jt 

àr^  \. ■       .. 

d^x  .  ■  '■^ 

«'"=    ■  ^    =— ax'(cos2xcos'x— sinaxsinxcosx) 

=  •—  2  x'^cos  5xcbs  X  =i:  -!—  ic<?s  3  xcos'x 

» 

d^x  ••  '^^ 

X'^  =  --r-7-  =i2.5x'(sin3xcos'x  +  cos5xsvixcos'x) 


'  •  » 


1 1    . 


=:=  2.5.x'  sin  ù^x  cos*x^:=5  2.3  sin  4^  cos^x 

•  dfx  ^  -  •'-"j.."',  î 

9i^  =  ■         £=  2 .3. 4*^' (cois  4^ «cos ^x  —  sîn  4a^sinxcos'x) 

4r  :  *  _  .  ,, 

=  2.3.4*^cos6xcoi}x  =  2.3.4  cciSxcos^x 

f 

et  ainsi  de  suite* 


*    I 
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Ajant.  ainsi  formé  les  coefiiçicos  différçnt^eh  a/^  «//,  x''',  etc., 
de  X  ,  relatiwmcot  à  jr  variable  •  prinoipaLe,  on  Its  substituera 
dans  la  série  de  Ta^ior  ^  lacjuelle  ,  rapportée,  à  l'hjpothèae 
X  =  (çj^f  devient  .       •       . 

«-+-/=  q>  (jr  -^  /i)  =  0?  4".  *'A  4-  X^f  -^ :  +  ^ 


trr 


f^ 


1*2  1.2.3 

•  +«»^ .^ h  «te. 

> 

et  on  aora  y  en  observant  que  lorsque  Parc  x  devient  x  •{-  i^ 
sa  tangente  devient  y  -|-  A  ,  et  qu^ainsi  q)  (  7"  «H-  A  )  représente 
arc  (Ung=(j- +//)), 

arc(Jang:=:r7'*4"''))~^  -f^coso:  cosa:-  • sm  2a? ;; —  cos  3^1 

+  — —  sm4a?'»| — T-^-^  cos5x+ etc.- 


fominle  remarquable  par  sa  simplicité  et  sa  généralité.  Si  on 
y  fait  a;  =  o  ,  auquel  cas  y  :=s:o^  parce  que  y  1=  tang  Xf 
elle  deviendra 

arc^tangrr:^)  =  A —  +  -r-  + h  «*c. 

5  i>  7 

formule  due  à  Leibnitz ,  et  qui  sert  à  évaluer  les  arcs  en 
parties  d^  rajon  (  Algèbr. ,  a*,  sect.)* 

On  .peut  encore^  par  le  m^me  principe  ^  résoudre  la  question 
suivante  :  étant  donnée  la  valeur  de  ^  en  a:  par  la  série 

jr  =  ax-  +  bx^  -f-  cx^  +•  ex^  +  etc, 

trouver  celle  de  x  enj',  ce  qui  est  le  problème  du  retour 
des   suites.  La  suite  proposée  revient  à      ' 

1*2  A»a«3:  A«a>d*4 
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.  ■ 

<A  (y^*)9  ij^)}  **^*>  ^^^^  ^®  V^^  deviennent  les  coefficîens 
différentiels  y  y  y^y^y*  lorsqa^on  fait  ^=ro>  aucpiel  cai 
^  =  o  }  on  aura  donc,  rëci(>roquement 

* 

dâ? 
■(^")>  (x''''*)...    ^tant  ce  que  deviennent  a:v'=-T— , 


•  •  •  • 


t   • 


x^  =  -= —  ...  etc.  •  pour  J"  =  o ,  et  conséquemment  poOr 
X  =  o*  Mais  à  cause  de 

r 

(  jr^»  )  =  120/,    etc. 

on  a  d'après  les  formnles  {  pag.  82  et  83  ),  et  en  observant  qu*à 
(y o) ,  (^^•) . . .  correspondent  (  j:'»)  ,  (  «^*  ) ,   etc. , 

V      ,      i68o.M**-a520fl^»c4.720«»6€+36oo'c*«— laooîf 
Xx^«)  =  -^ 2: — -i-^— ^ = -^  ctc^j 

ces  valeitrs;  sabstituëes  dass  le  déTeloppement  de  x  snrrant 
jTf  donnent 

1 

(14M  — 2iaô»c4.6a»^+5tf*c»— «y)    ,  ,     . 

JL  I       *  Y^  -4-"  ClC»  f 

^  û9  y.     »  w 

série  né<Mproque  de  U  -proposée. 
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Si ,  dans  la  «érie  proposée  9  on  suppose  j*  =:  Tn  )  et  qu*oa 
change  b  en^^b  ^  e  ei^  — =  6 ,  et  ainsi  de  deux  en  deux  termes  ^ 
cette  série  se  transformera  dans  l'ëquatiou 

m  —  flj:  +  i^*  —  car'  +^^  — ^^^  +  etc.  =  0, 
qui  aura  pour  l'une  de  ses  racines  ^ 

m     ,    m*i  m'c     .     m^4  mH 

X  = fr  "-^—î —T — I r^  — '  '   _j,  '  +  etc.* 

3m5(c*  +  2&e) 


+ 

2  m'^*           5  m^^c      j 

+ 

5  m^fe*         ai  m*éc     , 

a7 


etc» 


H-  etc.  • 

racine  qui ,  comme  l'observe  M.  Letgrangc,  est  la  plus  petite  de 
toutes  celles  de  la  proposée.  • 

Le  polynôme  dont  il  faut  trouver  le  retour^  est  ordinairement 
sous  la  forme  plus  générale 

y  =  -rfxi^  +  5x^+'-+  Ca:*'*'*'-  +  £jc^-*-3'^-f  etc., 

et  plus  souvent  fncore  ce  n'est  pM  la  variable  x  elle-même  , 
mais  une  puiannce  qnelcoacpe  de  cette  variable  je ,  tdle  que^ 
±^ ,  qu'il  s'agit  de  développer.  On  peut  ramener  ce  cas  a» 
précédent. 

En  effet,  soit  ar^  =  u,  d'où  jcf  =  u  ''  ,  et  la  série  deviendra 
y  =  u~{J  +  Bu  +  ^u»  +  £u^  +  etc.  ), 
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r 


/ 


qu'on  élève  de  part  et  d'autre  à  la  puissance  — ^  on  trouvera 

Ir  r 

j-  9   =zu{A  +  Bu+  Cu^-j-Eu^  +  etc.)  ^   } 

et  comme   cette  dernière    puissance    prend   encore    la  forme 
J'  +  B'u^  +  Ou^  +  £'«4  -I-  clc. ,  on  aura  • 

y  1  —A'u  +  J?'u»+  Ou^  +  E'u^  +  etc.  > 

Ir 

et  si  l'on  pose  y  'f  =  •^  7  on  trouvera  enfin 

V  =  A'u  +  5'i/*  -|-  C^«*  +  £'u4  +  etc. 

Cette  suite  aura  pour  série  de  retour 

M  =  a'  f  +  ^'  i'"  +  c'  *^  -|-  e'f^  -f-  etc.  j 

n 

et  si j  de  part  et  d'autre  ,  on  élève  à  la  puissance  —,    il 
viendra 

* 

u  "  =V  '•  (a'  +  &V-f-  cV*+  c'i/'  +  etc.)  ''  , 
c'est-à-dire  , 

JL        JL 

Il  '•=  f  »•    (at  +  fff»  +  yf»  -f-  If*  4-  etc.  ). 

'r  p  p  if 

Or,  de  àr^^u  '•  ^  on  déduit  j:^  =  tt  '"  j  d'ailleurs-,  f  *■  z=z  jr  1  5 

donc  ... 

suite  dans  laquelle  les  coefïiciens  a^S,  y  y  i ,  etc. ,  sont  expri- 
més au  moyen  de  A  y  B  j  C  ^  E  y  etc. ,  et  de  /,  q  ^  r. 

Ces  principes  sufEsent  pour  résoudre  les  questions  qui  con« 
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cernent  le  retour  des  séries^  Ceux  qui  4estrer6n^  plus  de  détails , 
pourront  consulter  la  Résolution  numérique  des  Equaiicns , 
par  Lagrange ,  et  Texcellent  ouvrage  de  M.  Kramp ,  ayant 
pour  titre  :  Elémens  daritliinétique  universelle  (chap.  XXIII). 

Supposons  maintenant,  ainsi  qu'il  arrive  dpns  la  mécanique  ji 
que  X  eX.  jr  soient  fonctions  de  / ,  qui  sera  la  variable  prin- 
cipale ou  indépendante  :  en  regardant  y  comme  une  simple 
fonction  de  x yy  devient,  par  le  changement  de  x  en  a;  +  Jt, 


î*  .      .       i* 


di^  d'y 

où  {y)  =  -T^ ,  {jr^  )  ï=  -; — ,  etc.  mais  x  étant  une  fonction 

Q.X  QX* 

de  t  j  fonction  que  nous  représenterons  par  Ft  ^y  sera  pareille- 
ment une  fonction  de  /,  que  nous  désignerons  par  ^/^  en  sorte 
que  si  /  et  k  sont  les  accroissemens  que  prennent  x'  et  y  ^ 
lorsque  /  prend  Taccroissemenl  A  ^  on  aura  les  deux  dévelop* 
pemens 

a?+t=F(/+^)=a?+x'A4-a;«^ Ucd» 5-  +  ctc...(3) 

*  *  1.2  1.2.3 

dy        d'y        d't* 
où  J^S  J^^y'^  etc.,  dénotent  -^,  ^,  -j^,   etc.  ,    et 

ar',  x«  y  3cP*  ékj  dénotent  -^  ,  -^  y  r^  ctc- #  parce 
qu'ici  /  est  la  variable  principale*  * 

D*après  les  deux  relations 


^  Leçons 

raccroissement  k  àt  j^  est  dû  à  raccroissemént  /  de  x  ,  prô-i 
Tenant  de  raccroissement  ^^  de  /  ;  et  d'après  cette  antre  relation 

jr  +  k=f^  {i  +  h.) 

ee  même  accroîssettent  provient  de  Paccroisseroent  h  de  /.  Donc 

fii  dans  (i)  on  écrit  pour  i  sa  valeur àr' A  +  x^ •  etc.,  tirée 

de  (3);  le  résultat  sera  ce  que  devient j^,  lorsque  /  devient  t+A^  . 
c'est«-à-*dire ,  le  développement  (3).  On  a  donc  cette  identité 

y-H/)r*'^+*'^— + ««c-^ + —fx'h+xf— + etc.Y+  etc. 

de  laquelle  on  tire ,  par  la  comparaison  des  mâmes  puissances 
ile  A,  ces  relations 


l 


etc. 
qui  donnent 

Si  Ton  suppose  que  /  soit  j^|  ce  qui  revient  à  regarder  jr 

comme  variable  principale  ^  alors  — p-  ou  y*  devient  -^  =  >  î 

dv  dV 

-— -  =:  jr^  n^  o ,  -jy-  =s  j"'= o ,  et  ainsi  des  autres  j  d'ailleurs 
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ix         ix       ^       d*x         d*x  ,  ' 

Ig/zss  --— =  -j— •  x^e=s-T —  =  -T — •  etc.*  et,  dans  ce  cas» 

I  x"  3xff*        x"' 

résultats  trouves  plus  haut,  en  observant  que  {y)f  (y^)f  (yO|€tc 
redeviciinentj^  iX"  ,y  y  etc. 


s^  L^çQTf$ 


)  •  .  t  ■  f 


\    m. 


CHAPITRE    TIIÏ. 


1    > 


♦   tr  r  ■^r.,,'»^. 


Théorie   générale   des   équations ,  dériuées  et ,  de^ 

constantes  arbitraires. 

Nous  avons  démontré  (chap.  VTI)  que  toute  équation  entre 
deux  variables  X  ety,  par  laquelle  Tune  de  bes  variables  est  fonction 
de  l'autre  j  subsiste  également  en  prenant  les  différentielles 
successives  sur  dx  ,  dx' ,  etc. ,  ou  sur  dj*  ^  ôjr^ ,  etc. ,  suivant  que 
y  est  regardé  comme, fonction  de  x,  ou  x  comme  fonction  de 
y.  Ces  équations  y  que  nous  nommerons  désormais  équations 
dérivées ,  ayant  lieu  en  inéiue  tenis  que  Péquation  donnée  y 
que  nous  nommerons  équation  primitive  y  il  s'ensuit  qu'une 
combinaison  quelconque  de  ces  différentes  équations ,  aura  lieu 
aussi)  donc,  comme  les  constantes  qui  entrent  dans  la  fonc- 
tion primitive ,  restent  les  mêmes  dans  les  équations  dérivées 
successives,  on  pourra  toujours ,  par  le  moyen  de  ces  équations 
dénvées,  éliminer  autant  de  constantes  de  ré<|ualion  primitive 
qu'on  aura  dVquations  dérivées  :  l'équation  résultante  de  cette 
éliuiination  sera  une  équation  de  même  ordre  que  la  plus  haute 
des  équations  dérivées ,  laquelle  sera  vraie  en  même  tems  que 
l'équation  pnmitivc;  et  pourra  ;  par  conséquent  y  en  tenir  tieu^ 
elle  renfermera  autant  de  constantes  de  moins  que  l'exposant 
de  son  ordre  contiendra  d*unités. 

Ainsi  y  l'équation  primitive  coiiibînée  avec  les  équations 
dérivées  première  et  seconde,  donnera  une  équation  du  second 
ordre  ,  renfermant  deux  constantes  de  moins  que  l'équation 
primitive,  et  ainsi  de  suite. 

Qn  ne  peut  parvenir  que  d'une  seule  manière  à  Péquatioa 
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4u  premier' apArcifqttifréNiHe  d«i^ëqualkm*  pr{imt{Vte"ei  <}«'9an 
équatioru  dérivé<;  ]îmnnf«ièiaCe'/'pqrrl)é<cniititftkni  d'cûié-^OottMànte 
4<»Bn«e  ^  niaîéran  Ipeut  rpadrenic  id^>«leax:4naàières  diiferente^ 
ji.réquafîonj  cta::SiE!CDnâ  ordre.,   dëduiteide^la  .pr^kilivè  et  de 
ses  deux.  preùiiére&cdeiâilësjL,  îpar^S^éliaMàation  de'deas'-ooiisr 
imiAei  données 9)  tt'cc  double  '  poiot  '  de  vue  donne'  lieu  à 'des 
•coosëquences  importantes  rel2rtivtos"à*'cer*geare 'd'^qùatioas.  >- 
,    An  iiea  d^îéUnriher^-b^fais  les 'iftenD  di>nstailtes  pmr  fe/  mojen 
jdesî  trois  équalionâ^Aftl. il.  s'agit^. on^peiui  n'ëiÙBkûier  d*-«iibt4 
qœ  l'une  x>u  «f  autre  de  ces  cènsUntesy  k  Taidè  de  Péqdatiok 
IHiwtive*  H  de  ,sft:«d3érivée  preiDicsfe9"fm  «ora  aipsi  :ditift  ^équa^ 
lions  dérivéea  différentes.dM.pntiiiiet3  ordre V'^ontL'uiteine  con<*> 
jLîeodra. que  Tune  des. constantes... et 4^autre  ne  contiendra <iue 
l'autre  constante.  Maintennift,  en  combinant  chacune;  çlç  çe^ 
dernières  équations  avec  sa  dérivée^  on  poufra  ausfi  en  éli- 
miner la  constante  qui  y  était  restée,  et  on  aura  deux  équa^ 
lions   du  second  ordfe^  ^ans  -^es'  -de^   constantes  ,   lesquelles 
devront  être  équivalentes  entre  elles ,  en  même  tems  qu'elles 
seront  anssi  •leS' même»  que  la  dérivée"  du, second  ordre;  qui 
résulte   de    l'élimination    sinmltanée.  des   deux    constantes   au 
moyen  des  deux  dérivées  initaiâliatcs. 

£n  effet,  chacune  de  ces  équations  donnera  la  valeur  du 
coefficient,  <ilil|er«ntji^l/.du  ^cond  pfdre  de  la  variable  yàu^ôâ 
regarde  comme  fonction  de  l'autre^ yal«ur  qui  «èr;\  «spriniée 
par  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  de  la  même 
variable»  et  par  leS:^d«U)t  variâlile$ --mêmes  ^  sans  deux  des 
constantes  qui  entrent  dans  Téquation  primitive^  et  il  est  facile 
de.  se  cqnvaimrre  que  cette  valeur  ç$t  unique  et  déten^in^e^ 
de  quelque  manière  qu'on  y  parvienne  ^  puisque  les  fQnct^ns 
dérivée^. sont  un^qy^^,.et  déterminées,^  et  quç  les  xésuUat*  de 
rélimination  son);,  aussi  toujours  déterminés. 

On  doit  conclure   de  là  qu'une  équation  du  second  ordre 
peut  èlrt   dérivé*  4e^  deulc  équatiom  différentes   du  premTè'r 


ordre;  renfemifttit  chacune  <uQe  coAdCotite^aFfailFttre  de  plulF^ 
.^t.^ue  >çe9  équations  seront  9  par,coDaé<fueiU>  deux  équacicooif 
4)nmitives  de  la  même  équation  du  sebond  ^rdre  ^  maîs'pri^ 
jtiitives  du  preniieiLiOrdrey  pour  les  âistinguei^  d«  l'équation 
prinutivt  absolue  ;  d'ôÎL'ëelleseci  sont  censées  dérivées*  ^  c.a 
Enfin  ^  on  peut  étendre  aux  équations  dés-  ordres  supérienrè 
au. second^  le  raisonnement  que  nous  venons  de-  faire  enr 
celles  da  cet  ordre  ^  et- on  en  conclara,  de  la  même  manière  ^ 
qu'une  équation  du  troisième:  ordre  peut-être  dérivée  def  ttotë 
équations  dirfék*entes  du  -  second  ordre  ^  et  quia  ions  «lie-  pa^C 
.avoir  .trois  équations  prii^itives  de  cet  ordre ,  ayant  ^  châcûti^ 
4ine  constante  arbitraire  de  moins,  et  ainsi  de  suite.^        '" 

Kous  allons  éclaircir  et  confirmer  cette  théoriie'  par  qttelqne^ 
exemples.  '      **  •  ^ 

Soit  l'éqUation  du  premier  degré 

en  regardant  j^  conwie  fonction  de  x^  on  en  déduira 

En  éliminant  a  y  au  moyen  de  ces  deux  équations  ;  on  obtiendra 
Féquation  du  premier  ordre 

dr       ^    -  ; 

dont  féquation  primitive  sera  j-  J^  ax  -{^  b=z6  y  a  étant  la 
constante  arbitraire. 

Si  la  constante  *b  dépendait  de  a  j  et  qu*on  eAt ,  par  exemple  ^ 
^  =  a* ,   alors  en  éliminant  a ,   c'est-à-dire  ,  en   substituairt 

Ay    ^ 

'—  -j—  pour  a^  on  aurfût  Téqimtîon  du  premier  ordre        .  , 
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et  réquatioii  primitive  de  celle-ci  serait' 

a  étant  la  constante  arbitraire*  -    .  •     * 

Supposons  6  =:  c  V^i  +  a*|  on  aura  l'équation  du  premier 


«      • 


»      I    » 


i         •  . 


dx  ^  Vda:/ 

dont  Téqaation  primitive  sera 

j^  +  «or  +  c  rï  +  a*  =  o , 

où  a  est  la  constante  arbitraire  ^  puisqu'elle  ne  se  trouve  paa 
dans  la  dérivée  du  prenijcr  ordre. 
Soit  encore  l'équation 

sa  dérivée  sera 

ar  —  a  -r-=  o, 

éqnauon  du  premier  ordre  qui  ne  renferme  plus  6  ^  et  dont 
la  proposée  est  l'équation  primitive  >  h  étant  la  constante 
arbitraire.  '      ' 

Mais  si  l'on  veut  que  la  constante  arbitraire  soit  a.,  alors 

U  faut  éliminer  a  )  or ,  la  dérivée  donne  u  s=a  *-^ — ^>  donc 


*  * 


Ax 
substituant  cette  valeor  dans  la  proposée  y   elle  donnera 

.            O.XY    •             X^  , 

•        X!^  ^ ^ r :—  ^=iO, 

^«        \d«/, 


^  XEÇOIfS 

OU  bien  '  ^ 


j  • 


d'où  ItoD  tire 


« NT 


équation  du  premier  ordre ^  dont  la  primitive,  qui  est  lo'^m*» 
poséf^  aura  pour  constante  arbitraire,  la  quantité  a. 
^    Si  Ton  Voulait  éliiDÏner  a-la-foïs   les 'constantes  a  et  A,  il 
faudrait  employer  la  dérivée  seconde};  ainsi.  puisqu*on,a  déjà 
trouvé  la  dérivée  du  premier  ordre 

a:  — a-T— =  o, 


...  ■        ^. 


OÙ  6  ne  se  trouve  plus  ^  il  ii*y  aura  qu'a' fornier  l'équatioa 
dérivée  de  celle-ci  ,  laquelle  sera 


a  -T —  =  o  ,     d  ou    a  t= 


dx»  d> 


•     •    t 

4  . 


do:* 


tt  cette  valeur;  substituée  dans  la  précédente,  donnera. 

4^»  T»\<-»««  ,1(1*  •»  '        I  .*  l      t     '    r 

■*  •  -  •  •  ' 

'    d  r*         df*  »      i 

cr -7^ — "- -J —  =  o> 
djc*  QX 

.■  - .       ■      ■  .  •  t    - ■/     • 

cquaiion  du  second  ordre ,  dont  la  proposée  sera  la  primitive 
'«bsolqe,  tt-^t  />  étant  les  deux  cunslantes  arbitraires.        ' 
On  porviendrait  à  la  même  équation ,   en  faisant  disparaître 
b  de  réqualion,  du  premier  ordre         ,  ,    - 

trouvée  plus  haut^  car  en  prenant  la-dcrivéc;  on  aura 
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tn  ëlhniaaDl  b  au  mojren  de  1«  précédente  ^  il  viendra 

:>  V  d«  ^    '  ,/drv       ^y     /'4rv 


dx 


c'e«V4i*dire,  comme  on  Fa  trouvé  plus  haut^ 

dx*  d'r         dr 

.,  —  issOj     ou    :c-r^^ r-5=o. 

dy  ujc*         da: 

<dx 

On  voit  aiissi  que  cette  n^me  équation  du  second  ordre  a 
deux  équation?  primitive^  ou  deuK  intégrales  du  pre«iier  «rdre  f 
qui  sont 


^  —  a 


^  =  o,  -^  v/(«.+j,>-.*.)-j-^-x  =  o, 


OÙ  a  et  &  sont  les  deux  constantes  arbitraires^  et  ces  deux 

dr 
équations  y  par  L'élimination  du  --r —  y  conduisent  à  cette  équa« 

tion  primitÎTe  absolue 

X        j  YX 

V  ix' +7»  —  6' )  — -^^-t :r  =  o, 

a,  n 

qui  se  réduit  à 

ea  £ûsant  dispartftre  le  radical ,  on  retrouve 

7 


çS  LfiÇONS 

a?*  —  a  il/*  —  a*  —  i  s=:  o , 

qui  est  la  proposée. 

En  éliminant  ainsi  les  constantes  quVjn  veut  faire  disparaître ^ 
on  tombe  souvent ,  comme  on  le  voit,  sur  des  équations  où 
le  plus  haut  coefficient  différentiel  est  élevé  à  des  puissances  , 
«t  il  faut  alors  recourir  à  ht  résolution. 

On  peut  cependant  parvenir  directement  à  une  équation  dé- 
rivée oii  le  plus  haut  coefficient  dj^érentiel  ne  se  trouve  qu'au 
premier  degré.   Pour  cela  ^  il  n*y  a  qu'à  préparer  Téqualion 
primitive  de  maiyère  i]ue  la  constante  arbitraire  qu'on  veut 
faire  disparaître,  s'en  aille  d'elle-même  par  la  différentiation , 
ce  qui  arrive  lorsque  cette  constante  est  isolée,  ou  lorsqu'elle 
forme  seule  un  àes  membres  de  l'équation }  car  alors  la  difiTë- 
rentielle  de  cette  constante ,  étant  nulle ,  i'équation  dérivée  se 
trouvera  délivrée  de  cette  constante,  et  le  plus  haut  coefficient 
différentiel  y   sera  nécessairenient  à  la  première  dimension; 
car  lorsquV>n  différentie  une  équation  entre  plusieurs  variables , 
dont  chacune  est  fonction  d'une  même  variable  y  chaque  va- 
riable ne  peut  donner  que  des  termes  multipliés  par  le  coeffi- 
cient différentiel  de  la   mén>e  variable  (chap.  Y).   Or,  il   est 
évident  que  cette  préparation  n'eiige  que  la  résolution  de  la 
proposée  y  par  rapport  à  la  constante  qu'on  veut   éliminer , 
considérée  comme  inconnue.  Ainsi ,  on  peut  obtenir ,  par  ce 
moyen ,  le  résultat  qu'on  aurait  par  la  résolution  de  l'équation 
dérivée ,  par  rapport  au  coefficient  différentiel  de  l'ordre  le 
plus  élevé. 

Dans  le  second  exemple  ^  où  l'équation  primitive  était 

nous  avons  trouvé  l'équation  dérivée 
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laquelle  donne ,  par  la  résolation , 

dv  ^        >  ■  ■ 

Mais  en  résolvant  d'abord  Tëquation^  par  rapport  à  la  cons- 
tante a^  on  trouve 

a  a  =  —  jt  -f.  yx*  —  4  y, 
qui  a  ponr  dérivée 

djc 


savoir ,   en  multipliant  par  t/'x*  —  4^^ 

■    •  .    '   ■•     . 

dr  y 

éqaation  qui  coïncide  avec  la  précédente  ^  à  cause  de  Tambi* 
gui  té  du  signe  du  radical. 

* 

On  peut  de  la  même  manière  faite  disparaître  successivement 
plusieurs  constantes  y  en  préparant  toujours  Téquatiou  de  ma<« 
nière   que  la  constante  à  éliminer  soit  dégagée  des  variables. 

Ainsi;  Téquation  primitive        »     -   j  •  ^..  » 

ar*  *—  a  fl[y  — •  o'  —  5  as  o  , 

contenant  la  constante  b  isolée  ^  <Ionne  tout  de  suite  l'équaUon 
du  premier  ordre  sans  by 


.  / 


\ 


X  —  a-T — =  os 
d« 

ensuite,  en  dégageant  a  ^  on  a 

dx 


joo  Liçoif» 

d'où  on  dëduit ,  en  difTërentiant  de  part  et  d'antre  et  appliquant 
la  règle  de  la  différenJliatioQ  des  fractions  y 


I  dx* 

X — r- 


dy  d'j- 


dy  /  d^  \  »  ^        dx  dx* 

Ix  \d^) 

comme  plus  haut. 

£n   commençant    l'élimination   par  la   constante  .a- ^    nottS 
avons  trouvé  l'équation  dérivée  do  premier  ordre 

dx  \djsj 


•  t 


Comme  la  constante  b  est  dégagée  des  variables ,  il  n'y  a 
qu'a  prendre  la  dédrée  pour  ai9b>r  de  saite- «elle  du  second 
ordre  sans  a  ni  6  :  on  trouve  ainsi 

^         d«j^  .       iy  ' 

r   .         ,        djp»            X         ,      ^     âx* 
•  X T -a^H r- — '"-r — 5 "  4-  ^  -— T aa  o  • 

dy  C^\     CÉZy         /4rv 

-do^  \dx)  '      \dx/  \dary 

équation  qui  se  réduit  à  cette  forme 

x^  \ 

dx^         \     i   y  ^     \ 

ày       ~    (      <    4r         f  4y A"  /  ^  <^ 

do:  J        l     dx  \àaù)     } 

Comme  le  second  facteur  ne  renferme  que  le  coefficient  diffé- 
rentiel du  premier  ordre ,  il  »e  peut  donner  uïie  équation  da 

dx* 
second  ordre  \  ainsi ,  c'est  loutre  facteur  .»-—«.  —  i    qu'il 

dx 
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faut  employer  I  et  Ton  a 


o 


dx*         dx  ' 

comme  ci-dessus. 

Ces  exemples  sufiisent  pour  monlrer  comment  les  équations 
dérirëies  se  forment  des  équations  primitives  par  rëvanouisse- 
tiient  des  constantes*  On  voit  que  pour  une  équation  primitive 
jlonnée ,  il  est  toujours  possible  de  trouver  une  équation  dé- 
rivée qui  renferme  autant  de  constantes  de  moins  qu'il  y  aupa 
'd'unités  dans  l'ordre  de  cette  équation  dérivée  ,  et  que  de 
quelque  manière  qu'on  parvienne  à  cette  équation  ^  et  sous 
quelque  forme  qu'elle  se  présente  ,  elle  sera  toujours  essen- 
tiellement la  même. 

Puisque  dans  les  éqoations  à  deux  variables  ^  une  équation 
du  premier  ordre  peut  renfermer  une  constante  de  moins  que 
l'équation  primitive ,  une  équation  du  second  ordre  peut  ren- 
fermer deux  constantes  de  moins  que  l'équation  primitive ,  et 
ainsi  de  suite}  il  s'ensuit  réciproquement  que  l'équation  primitive, 
ou  l'intégrale  ,  peut  contenir  une  constante  de  plus  que  la  dérivée 
du  premier  ordre ,  deux  constantes  de  plus  que  là  dérivée  du 
second  ordre,  et  ainsi  de  suite;  constantes  qui  sont,  par  con- 
séquent ,  arbitraires }  et  on  voit  ;  en  mémo  tems  ^  qu'elles  ne 
pourraient  en  contenir  un  plus  grand  nombre  y  puisqu'on  ne 
pourrait  les  faire  disparaître  ^toutes  par  le  moyen  des  équations 
dérivées. 

On  peut  encore  donner  de  cette  proposition^  une  démons- 
tration directe  y  tirée  de  ^expression  générale  de  la  fonction 
primitive. 

Noos  avons  démontré   (pag.  21  )  que  j  étant  une  fonction 

quelconque  de  x 9  si  ou  dénote  par  J^*,  J^"*!^^"»  etc.,  les  valeurs 

correspondantes  à  x=o,  dej*  et  de  ses  cocfiîcicns  différentiels 

dy-       dV       dV  .,  .      . 

-T — •  -7^^  5  ITT  y  etc.,  que  nous  avons  souvent  désignes  par 
da?       dx'       uar 


I^^>W^B«M**H* 
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J^'-iJ^^  *  y  7  ^^^•y  on  avait  ,   en  sapprîmant  les  parenthèses, 


cette  sene 


a;'  ...       x' 


connue  sous  le  nom  de  thëorênie  de  Maclaurin. 

Maintenant  ;  si  la  valeur  de  j  est  donnée  par  une  équation 
du  premier  ordre  entre  ^  >  J"  et  ^',  on  en  déduira  la  valeur 
de  ^  en  jc  et  j^j  de  l'équation  du  premier  ordre,  on  en  con- 
clura une  du  second  en  x^jryy*,y*',  qui  donnera  j^^  en  x^ 
y  et  j^,  ou  seulement  en  x  et  ^  j   de  Téquation  du  second 
/ordre,  on  en  conclura  une  troisième  en  x  ^  y  y  y*  j  y'^y  y"'j 
qui  fera  connaître  y^'  en  x ^  y  y  y'  et  y^^  ou  en.r  ,  ^,   et 
ainsi  de   suite.  Or ,  en  faisant  x  :=:o  y  y  deviendra  y^  \  les 
coefYiciens  différentiels  ^',^'%j^'",  etc.,  qui  sont  des  fonctions 
de  X  et  y,  deviendront ^*,  ^^/**,  ^'"**,  etc.,  et  on  aura  les 
valeurs  de  ^'%  j^^**,  etc.  y  exprimées  en  y^ ,  qui  sera  la  cons- 
tante arbitraire  de  l'équation  primitive  absolue  de  la  dérivée 
du  premier  ordre* 

De  même  si  on  n'a ,  pour  la  détermination  de  y ,  qu*un« 
équation  dérivée  du  second  ordre  en  x  y  y  y  y  ^y^* ,  on  en 
déduira  successivement   des   équations   des   ordres  supérieurs  ^ 

en  ^jy^y'^y^yy"!}  ««  ^^yy  y?  y^yf^^y^y  «^  ainsi  de 
suite  ;  et  par  les  substitutions  successives  des  valeurs  de  y^^ 
y"^,  etc* ,  données  par  les  équations  précédentes  ,  on  aura  , 
en  dernière  analyse ,  j^^;^ ^",  etc.  en  oCyyyy'y  de  sorte  qu'en 
faisant  x  =  o,  on  aura  les  valeurs  de  j^,^"',  etc.  en^,j^% 
ces  deux  quantités  restant  indéterminées  \  en  sorte  que  la  fonc- 
tion primitive  absolue ,  ou  l'équation  en  x  et  ^ ,  de  laquelle 
on  déduit  la  dérivée  du  second  ordre  y  contiendra  deux  consr 
'     tantes  arbitraires ,  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  en  général,  l'expression  dc^  en  x  renfermera  autant 
de  constantes  indéterminées  qu'il  y  auta  d'unités  dans  Tcxposant 
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de  l'ordre  de  l'équation  qui  Uctermine  la  foiicliQn^;'et  quoique 
cette  conclusion  soit  fondée  sur  la  théorie  des  séries  y  il  n'est 
pas  difficile  de  se  convaincre  qu'elle  doit  avoir  lieu  générale- 
ment f  quelle  que  soit  l'expression  de  j*  ^  puisqu'on  peut  tou- 
jours regarder  une  expression  en  série  comme  le  développement 
d'une  expression  finie. 

Dans  l'analyse   précédente  ^   les  constantes  arbitraires  sont 
toujours  les  valeurs  de  ^,^;  J"";  etc.,  qui  répondent  k  xz=o, 
tandis  que  si   on  envisage  comme  nous  l'avons  fait  plus  haut^ 
les  équations  dérivées  comme  le  résultat  de  l'élimination  des 
constantes ,  ces  constantes  peuvent  être  quelconques  j  mais  il 
est  toujours   facile  de  les   réduire  les   unes  aux   autres  ;   car 
quelles  que  soient  les  constantes  qui  entrent  dans  Pexpressioa 
àe  jTf  si   on    déduit   de   cette   expression   eelles    de  j^,  j-", 
y,  etc.  j'et  qu'ensuite  on  fasse  x  =  o,  ce  qui  changera  les 
valeurs  de  y^  y'i  T^j  c^«  ^^  3^ j  T'^ y  y^^^ j  etc.,  on  pourra 
toujours ,  en  prenant  autant  de  ces  valeurs'qu'îl  j  a  dé  cons- 
tantes arbitraires,  déterminer  celles-ci  en  T^ ^  jr*^ ^  y^"" y  elc.  , 
et  les  8d>stituer  ensuite  dans  l'expression  générale  de  ^.  Or, 
quelle  que  puisse  être  la  forme  générale   de  cette  expref^ion, 
ou  de  l'équation  d'où   elle  dépend  ,  à  raison  des  différentes 
constantes  qui  y  seront  contenues ,  il  est  visible  que  lorsque 
ces  constantes  seront  évaluées  tn y^^y^yX^^^j  etc.,  cette  forme 
deviendra    nécessairement  la  même   pour   la  même   équation 
dérivée. 

On  iMcut  donc  conclure,  en  général ,  que  si  on  a  une  équation 
dérivée  d'un  ordre  quelconque  entre  jt,  y,  y'yjr*^}  e\c.  ^  et  que 
Ton  trouve,  de  quelque  manière  que  ce  soit,  une  équation 
entre  a?  et  ^ ,  qui  y  satisfasse ,  et  qui  renf^erme  autant  de 
constantes  arbitraires  qu'il  y  aura,  d'unités  dans  l'exposant  de 
l'ordre  de  l'équation  dérivée ,  cette  équation  sera  l'équatioa^ 
primitive  de  la  proposée  ,  avec  toute  la  généralité  dont  elle 
est   susceptible  y  de  sorte   qjx'elle   renfermera  nécçssairenwol 
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toute  autre  ëqualion  qui  y  avec  autant  de  constantes  arbitraires, 
pourrait  aussi  satisitnre  à  la  même  équation  dérivée. 

On  voit  par  là  que  les  constantes  arbitraires  foriiient  la 
liaison  entre  les  équations  primitives  et  les  éqiiatiphs  dérivées* 
Celles-ci  soût/par  leur  nature,  plus  générales  que  les  équations 
d'oii  elles  dérivent,  à  raison  des  constantes  qui  ont  disparu 
ou  qui  peuvent  avoir  disparu  ;  elles  équivalent  à  toutes  les 
équations  primitives  qui  ne  différeraient  que  par  les  valeurs 
particulières  de  ces  constantes. 

On  pourra  donc  toujours  passer  d'une  équation  primitive  à 
une  de  ses  dérivées  d'un  ordre  quelconque ,  et  revenir  de  celle- 
ci  à  une  nouvelle  équation  primitive ,  pourvu  que  cette  der- 
nière  opération  ,  qu'on  appelle  intégration  ,  y  introduise  le 
Borubre  requis  de  constantes  arbitraires  :  alors,  cette  dernière 
équation  renfermera  la  première,  et  lui  deviendra  équivalente 
en  déterminant  ^nvenableiuent  ses  constantes  arbitraires. 

Comme  nous  avons  vu  qu'une  équation  du  second  ordre  peut 
provenir  de  deux  équations  différentes  du  premier  ordre,  ren- 
fermant chacune  une  constante  arbitraire  ;  qu'une  équation  du 
troisième  ordre  peut  être  dérivée  de  même  de  trots  équations 
différentes  du  second  ,  e^  ainsi  de  suite  ;  il  est  naturel  d'en 
conclure  aussi  réciproquement  que  toute  équatiou  du  second 
ordre  aura  deux  équations  primitives  du  premier  ordre,  chacune 
avec  une  constante  arbitraire  ,  et  aiusi  de  suite.  Mais  nous 
pouvons  démontrer  aussi  cette  proposition  d'une  manière 
directe,  par  une  analyse  semblable  à  celle  que.  nous  avons 
employée  ci-dessus. 

Reprenons  la  formule  générale  de   Tajlor 

ÛX  1,7.         dx* 

È 

«t  faisons  i  =  —  a:  j  sjors  /{x-^  î)  deviendra  /{x  —  ce) , 


■ 

e'est-à'>dire  f  égale  à  la  valeur  de  fx  on  de  y  ^  lorsqu'on  y 
fait  X  =  Oj  râleur  que  nous  avons  designée  plus  haut  par  j^. 
Ainsi  on  aura  en  représentantyi  par  j^ 

Si  on  différenlie  les  deux  membres  de  l'identité  générale 
par  rapport  k  x  y  on  aura  celle-ci 

dx     ^   dx  "^'-s:?    ^ TTT  d*'   +  **•• 

Donc,  faisant  de  aouveau  ter— «,  ce  qui  donnera.  .  .  .-. 

4  A(x  +  0          d/(^-a;)  /       //  X 
:= =^'S  en  observant  que  y  (or — or) 

n'est  autre  chose  que.j^  en  y  faisant  a?  =  0|  et  qu'ainsi •••• 

d  f(x  —  x)  àx 

, ^  n'est  que  -^ —  ou/',  en  y  faisant  aussi  jrï=0| 

on  aura  ' 

y=y—xyir^ -y  —  ——rrj"  +  «»«• 

On  trouvera  de  la  même  manière 

1  »2  1  •  2  •  «i^ 

Cela  posé  ,  si  la/onction  j^  est  donnée  par  une  équation  du  pre- 
mier ordre ,  on  en  déduira  les  valeurs  de  j'',^'', y,  etc.  ^  toutes 
données  en  x  ti  y  ^  comme  on  Ta  vu  plus  haut  :  si  on  tes 
substitne  dans  la  formule 

1«2  1    m  J>»  J 


on  aura  une  équation  entre  X;  ^  et  la  constante  arbitraire  f 


K 
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Si  y  est  donnée  par  nne  équation  du  second  ordre;  on  aura 
T^%  T*"}  T^^ y  c^C'»  données  en  x^  y,  y'j  donc,  substituant 
ces  valeurs  dans  les  deux  formules 

1.2  1  •  a  •  «) 

yo  _y  _  ^y/r  jj y// ^^^t  ^  etc. 

on  aura  deux  équations  en  x^y^y^j  ayant  chacune  une  des 
constantes  arbitraires  j*,  j''*,  lesquelles  seront  également  deux 
équations  primitives  du  premier  ordre  de  la  proposée  du  second 
ordre ,  et  ainsi  de  suite. 

Quoique  ces  équations  soient  en  séries  ,  les  conclusions 
qu'on  peut  en  tirer  relativement  à  la  nature  des  équations  pri- 
mitives y  n'en  sont  pas  moins  exactes  ;  et  il  est  visible ,  par 
la  forme  même  de  ces  équations ,  qu'elles  sont  essentiellement 
différentes ,  et  qu'il  ne  peut  y  en  avoir  qu'un  nombre  égal  à 
celui  de  Tordre  de  l'équatioti  donnée. 

On  en  conclura  donc  aussi  que  si ,  pour  une  équation  du 
second  ordre  ^  on  trouve  y  d'une  manière  quelconque ,  deux 
équations  différentes  du  premier  ordre  qui  y  satisfassent ,  et 
qui  renferment  chacune  une  constante  arbitraire ,  on  aura  les 
deux  équaCons  primitives  du  premier  ordre  de  la  proposée  y 
et  toute  autre  équatio^i  de  cet  ordre  qui  y  satisferait  avec 
une  constante  arbitraire  ^  sera  nécessairement  renfermée  dans 
celles-ci. 

Ces  deux  équations  primitives  étant  connues ,  on  pourra 
toujours  en  déduire  l'équation  primitive  absolue ,  en  élimi- 
nant y  par  leur  moyen  y  le  coefficient  différentiel  du  premier 
ordre  qu'elles  contiennent  y  et  qui  est  le  même  dans  les  deux 
liquations.  L'équation  résultante  ne  contenant  plus  de  coefB^. 
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ciens  différentieU  ;  sera  la  primitive  absolue  de  la"  dérivée 
du  second  ordre }  et  comme  les  deux  constantes  arbitraires 
qui  entraient  dans  les  deux  dérivées  du  premier  ordre ,  se 
trouveront  da^  cette  équation  ;  elle  aura  toute  la  généralité 
dont  elle  est  susceptible. 

Donc,  ayant  une  équation  du  second  ordre  ^  on  aura  éga- 
lement son  équation  primiitiye  absolue  ,  soit  qu^on  trouve 
immédiatement  une  équation  entre  les  mêmes  vanables ,  .qui 
y  satisfasse  9  et  qui  renferme  en  même  tems  deux  constantes 
arbitraires  y  soit  qu*on  trouve  séparément  deux  équations  du 
premier  ordre  qui  y  satisfassent  chacune  en  particulier ,  et 
qui  renferment  chacune  une  constante  arbitraire. 

Mais  si  l'une  de  ces  équations  du  premier 'ordre  ne  con- 
tenait point  de  constante  arbitraire ,  alors  Téqnation  primitive 
qu'on  en  déduirait  ^  ne  contenant  qu'une  seule  constante 
arbitraire,  n'aurait  pas  toute  la  généralité  qu'elle  peut  avoir ^ 
mais  elle  satisferait  toujours  à  l'équation  du  second  ordre 
d'où  on  l'aurait,  tirée  ,  en  même  tems  qu'elle  satisfera  aux 
deux  du  premier  ordre. 

U  suit  encore  de  là  que  si  on  a  une  équation  du  premier 
ordre 9  et  qu'on  en  déduise,  d'une  manière  quelconque ,  une 
équation  du  second  ordre,  soit  en  éliminant  une  constante 
ou  non  ,  qu'ensuite  on  passe  de  celle-ci  à  une  autre  équation 
primitive  du  premier  ordre ,  avec  une  constante  arbitraire  y 
on  pourra ,  par  l'élimination  du  coefficient  difterentiel  qui  se 
trouve  dans  les  doux  équations  du  premier  ordre  ,  obtenir 
une  équation  entre  les  deux  variables  et  la  constante  arbi- 
traire, qui  sera,  par  conséquent,  l'équation  primitive  absolua 
de  la  proposée  du  premier  ordre. 

£n  général ,  si  de  la  proposée  du  premier  ordre^  on  passe 
par  des  différentiations  successives  à  une  équ^îon  d'un 
ordre  supéneur,  et  si  on  trouve,  d'une  manière  quelconque^ 


V 


i 
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une  équation  primitive  de  celle-ci  d'un  ordre  immédiatement 
inrërieur  avec  une  constante  arbitraire  ^  on  pourra  toujours  ^ 
par  l'éHinination  successive  des  coefïiciens  différentiels ,  parvenir 
à  l'ne  équation  entre  les  deux  variables  x  et  j^^  et  une  cons» 
tank  ,,  (^i)i  sera  la  primitive  absolue  de  la  proposée.  En  effet, 
SI  J\.u«'  /qualiou  du  premier  ordre  9  que  nous  représeuterons  par 
(a,yyj'')=OfOïï  a  tiré  par  la  différentiation  lessuivamei 
(^>yy  y  9^")  =  ^  y  (x,y,y  yf  y  y')=Oj  et  si  l'o« 
A  pu  découvrir  une  primitive  de  cette  dernière  qui  soit.  •  . . 
(x  y  y  ^y  jy"  y  /*  )  =  o;  alors  en  éliminant  y"  entre  celle-ci  et 
X  ^i^^yf  r'O  =0  ,'puis^  entre  le  résultat,  et  (  a:, j,y  )=o, 
on  aura  la  primitive  absolue  de  la  proposée  avec  la  constante  a. 

£ufin  y  on  peut  étendre  aux  équations  des  ordres  supérieurs 
'An  second  ,  ce  que  nous  venons  de  trouver  relativement  à 
celles  de  cet  ordre,  et  en  déduire  des  conclusions  semblables. 

Pour  completter  cette  doctrine  des  constantes  arbitraires  in- 
troduites par  l'ihtégration  ,  nous  démontrerons  que  si  Fx  et  Jx 
-sont  deux  fonctions  primitives  ou  deux  intégrales  d'un  même 
ordre  de  fx  ,  elles  ne  pourront  différer  Tune  de  l'autre  que 
•par  une  constante  :  que /à;  soit,  par  exemple,  un  coefficient 
'différentiel  du  premier  ordre  y  on  aura  y  par  hypothèse , 

d.Px  -  d.<pa:  ^^ 


éx  iix 

'<donc ,  en  prenant  les  fonctions  dérivées  successives  y  on  aum 
aussi 

# 

d».Fx  _    d./x  à^.Fx  _    d\fx 

dx*      """      dx  dx^  dx' 

et  pareillement 

^*.0x         d,fx         d'.(px         d'./x 
dx^  dx    '        dx^  dx»     '    . 


etc. 
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Consiclërons  mai^lcnaot  les  fpnctions  F{x'i'i)j  f  («T-f  t)  ^ 
on  sait  que 


'    » 


F{x+i)  =  Fx+i-— 1 ■     ;         +  etc. 

da;       *     i.a         do;'        * 

é.Fx 
développement  qui  y  par  la  substitution  des  valeurs  de 


dx    ^ 


d'.Fx 

«-etc..  devient 


dx' 


V 


F(x  +  i)=Fx^+i£i:^-^  ^'^  4. _i!— J!lË 4.  elc. 
M  de  in40ic 

<p(,+  0  =  <f^  +  '>  +  7;j.-ï^  +  -7:^-j-r- 

Retranchant  Tane  de  Taulrt  ces  disia  idontitéa  ,  il  restera 

Comme  cette  identité  doit  avoir  liea^  quels  que  soient  x  et 
ij  et  que  le  prcmfér  membre  est  une  fonction  de  a:  -f- 1,  et 
le  second  une  pareille  fonction  de  x  ,i\  faut  que  Fx^^^ 
soit  nne  fonction  telle  qu'elle  reste  égale  à  elle-même^  lors- 
qu'on change  x  en  x  -^  i,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  à  moins 
que  cette  fonction  ne  soit  indépendante  de  x  z  un  aura  donc 

Fx'^^x^^ikf    d*oît    Fj?=:(px  +  A:, 

A  étant  une  constante.  Donc ,  ^i  fx  e3t  une  fooctioa  primitive 
ou  une  intégrale  de  Jx ,  toute  autre  fonction  primitive  Fx 
de  Jjf  ne  pourra  différer  de  ^  que  par  une  Constante* 

*  d^t* 

Âkm,  1a  fonction  donnée  cd  «  étant  —j^  =^^9  si*  ^^^^ 


*  f 
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en  a  déduit  d'une  manière  quelconque  ^_^  ^  en  jr  ajou- 
tant une  constante  arbitraire,  on  aura  la  primitive  complette 
immédiate  de  la  proposée» 

Ainsi  I  du  coefficient  différentiel  du  troisième  ordre 

dV 

-  =  ax^  •    .    .   •  (2) 


on  conclut  celui  du  second 

d*/         ax^ 
d^^T" 


-|-'fc  •   •   •   •  (2) 


b  étant  la  constante}  en  sorte  que  l'intégrale  de  à}y:=iax^dxr^ 
est 

De  (a)  on  repasse  au  coeflicient  difl^rentiel  du  premier  ordrd 
-^  =  ^^+**+V.  .  .  .(5) 

».  '  I    • 

c  étant  une  autre  constante  ;  d'où  on  conclut  Tintégrale  seconde 

dr  =  -—--.  a^dx  4-  bxàx  +  cix  : 
5.6  •        V  » 

enfin  ^  de  (5)  on  tire 

•^  ="5X7  *' +  T  *' +  ^* +-^' 

Fonction  en  x,  la  plus  générale  de  toutes  celles  qui  conduisent 
a     ,   a  =  ax^f  parce  qu'elle  renferme  trois  constantes  byM^^y* 

,    Ce  chapitre  est  tiré ,  à'  quelques  légers  développemens  près , 
du  Calcul  dos  fonctions  de  M.  Lagrange  •*  nous  le  terminerons 
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par   la  question  saivante  extraite  de  la  Correspondance  sur 
l'Ecoie  Polytechnique  ,  n*.  ii.  Jany.  1810.     * 

L'équation  générale  des  lignes  du  second  degré,  peut  être  mise 
80US  la  forme 

jiy  +  ^Bxy  +  Cx^-^7iDj'+  ajETa:  +  1=0 {M) 

» 
et  elle  contient  alors  les  cinq  ^constantes  A^  B ,  Cy  D,  E.Si 

Ton  différentie  cette  équation  cinq  fois  de  suite  ^  on  aura  cinq 

nouvelles  équations,  entre  lesquelles  et  {M)  on  peut  éliminer > 

les  cinq  constantes.  Si  Ton  pose 

d^  d^  ày  é(f  é^y 

dr         à^y  As         A^y 

m 

on  trouve,  pour  équation  générale  délivrée  des  cinq  constantes^ 

97'/  — /^5qr8  +  401^  =  0 (iV) 

Cette  équation  appartient  à  toutes  les  o«ttrbcs  du  second  degré  y 
et  les  exprime  toutes ,  quelles  que  puissent  être  les  cinq^  cons- 
tantes. 

Cela  posé  ,  soit  proposée  une  équation  différentielle  ordi-» 
naire  ^  qui  n^excède  pas  le  quatrième  ordre  ^  il  est  facile  de 
reconnaître  si  elle  appartient  à  une  courbe  du  premier  ordre  : 
pour  cela  ^  il  suffit  de  différentier  successivement  jusqu'à  ce 
qn'on  soit  parvenu  à  une  équation  différentielle  du  cinquième 
ordre,  et  de  s'assurer  si  la  proposée ,  au  moyen  de  ses  dérivées^ 
MtiafSut  à  l'équation  générale  {N).  Si  cela  a  lieu,  la  proposée 
appartient ,  en  effet ,  à  une  courbe  du  second  degré ,  et  son 
intégrale  ou  sa  primitive  complette ,  est  l'équation  {M) ,  dans 
laquelle  il  y  a  autant  de  constantes  de  trop,  qu'il  a  fallu  dif- 
fëre'ntier  de  fois  pour  arriver  à  la  dérivée*  dû  cinquième  ordre  5 


il  faut  iom:  déterminer  les  constantes  samtinbërairtt  de^tell^ 
manière  que  l'infégrale  n'ait  que  la  généralité  nécessaire.  A  cet 
tCfet  ,  il  fiiudra  différcnlier  l'intégrale  obtenue ,  jusqu'à  ce 
qu'on    soit  parvenu  à   l'ordre   de   la   proposée^  ensuite ,    au 

y  nio^en  de  ces  différentiel  les  successives  ,  éliminer  de  la  pro» 

posée  toutes  les  quantités  J? ,  9^  '*>  etc.  :  il  àe  restera  plus 
qu'une  équation  en  x,  j-,  ^,  B,    C y  *D  y  iE,  et  il  faudra 

^  trouver  9  entre  les  cinq  constantes  ^  les  relaticos  qui  satisferont 

à  cette  équation. 
Soit;  par  exemple^  Téquation  différentielle  du  troisième  ordr« 

(i  +p')r  =  5;[;9»..'...(i) 

es  diflPérentiant  deuiR  fois  de  suite,  on  a^ 

(i+/>>)'5=    3^3    {i+Sp-) (2j 

La  substitution  dans  (A^)  des  vaïeurs  de  r^  «,  /^  tirées  de  ces 
trois  équatiovs,  $2(tis&it  à  (iV)  ^  donc  L'intégrale  de  (i)  est 

de  la  forme 

-  • 

Ay^  +  %B^  +  Cx^  -f.  2  Df  -i-  a  Ex  +  i*=s  o. 

Mais  cette  équation  contient  deux  constantes  de  trop ,  puisque 
llntégrale  d^une  équation  difTérentielle  du  troisième  ordre  est 
compiettée  par  trois  constantes  seulement  :  il  faut  donc  trouver 
deux  relations ,  entre  les  cinq  constantes.  Pour  cela  on 
différentierà  trois  fois  de  suite  l'intégrale  [M) ,  et  on  trouvera 

_       3(AN*  ^  2  BNIH  +  CM*)  (  AN—BM) 


»  * 
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où  M:=^^j'  +  Bx  +  p  et  N  =  By  +  Cx  +  E.  Si  l'on 
substitue  ces  valeurs  de  p^  (j  ^  ry  dans  la  proposée  (i) ,  on. 
parvient  à  réquation  suivante 

JH{AN^—2BMN+CM-}{B(M'^N^)+MN{C—u4)}=o. 

* 

Or  y  des  trois  facteurs  dont  elle  est  composée  ^  les  deux  pre- 
miers ne  sont  pas  utiles  :  en  effet ,  le  premier,  AI^  c'est-à- 
dire,  j^jr -^  Bx -{- D y  ne  peut  devenir  nul  par  lui-même^  à 
moins  que  Ton  n'ait  u^  =  o,  B'=zoy  D::=Oj  en.vobservant  que 
ces  relations  doivent  avoir  lieu  seulement  entre  les  coefficiens^ 
or  y  de  cette  manière  ^  on  aurait  trois  relations  lorsqu'il  n^ett 
faut  que  deux.  Le  second  facteur  jiN''  —  2  BMN  +  C'Af * , 
ne  peut  devenir  nul ,  que  sous  ces  conditions  ^  s=:  o 
P  z=iO  y  C=o^etsï;  dans  le  même  facteur ,  on  faisait 
Jl/^o,  iV=o,  toutes  les  constantes  deviendraient  nulles^ 
chacune  en  particulier.  Il  n'y  a  donc  que  le  troisième  facteur 
qui  devient  nul  ^  au  moyen  des  deux  relations 

5  =  0,     C  =  ^, 

en  sorte  que  la  primitive  complette  de  la  proposée  devient 

A  ( J'*  +  a:*)  +  2  ^y  +  a  Ex  +1=0, 

équation  qui   appartient  à  un  cercle  quelconque  |  comme  on 
s'en  assure  en  faisant 

1  — >  h  —  a 


Ci  b,  Cy  étant  trois  autres  constantes  arbitraires ^  car  alors  on 

a  • 

^*  +  «*  —  a  {ay  +  **)  +*  tf*  +  i*  —  c  =  o^ 

c'est-à-dire,^ 

(^  — «)•  +  («  — fc)'  =  c** 

8 
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«  Ce  serait  y  Ait  M.  Monge  ,  à  qui  on  doit  cette  analyse  ^ 
<c  une  entreprise  inutile  de  chercher  de  semblables  résultats  pour 
«e  les  courbes  des  différens  degrés  9  principalement  parce  f\\x*k 
«  l'inspection  d'une  équation  différentielle  ;  on  ne  peut  recon- 
'k  naître  si  elle  appartient  à  une  courbe  algébrique  j  ni  de  quel 
«  degré  est  cette  courbe.  Mais  les  courbes  du  second  de^riS 
<c  sont  si  simples  ^  et  elles  se  présentent  si  fréquemment  dans 
«c  la  nature^  qu'il  peut  être  de  quelqu'utilité  de  le  £ure  potir 
ce  elles.  » 
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CHAPITRE    IX. 

Du  développement  de  f(x-|-i)  lorsque  on  dottrte  à 
la  variable  x  une  valeur  déterminée.  Cas  dans 
lesquels  ce  développement  est    en  défaut. 

Moua    «roiM  va  (chap.  I)   que  la  série   tloiinëe  ))âr  i^ 

développement  àe  f{x  +  0?  "^  peut  contenir  de  puiss^nct^ 

négatives  de  Z|  à  moins  que  l'on  n'ait  fx  =  so ,  parce  qu'en 

supposant  i  =  0)   auquel  cas  /(^  -|*  0  ^^  réduit  à  Jxj   \ff$ 

termes  qui  contiendraient  de  pareilles  puissances  ^  deviendraient 

1  ^» 

infinis  y  de  sorte  qu'on  aurait  l'équation  -^— =  o,  d^^jaguellfs 

jx  '    * 

,on  dédahrait  des  valeurs  de  x.  On  peut  prouver  de  la  tnéme 
tnanière  que  la  série  ne  pourra  ceirtenir  un  terme  tebfîtiplft 
:par  log  i,  on  par  une  puissance  positive  quelconque  "^è  'J6g  ï*^ 
"parce  qae  ces  sorteè  de  termes  devienneiH  également  infinis 
pour  i=:o  (pag.  57), 

Considérons  ensuite  Je  c^  ou  \fi  dévQlc{ppemeni.ipa;urrait 
contenir  des  puissances  positives  ^  paais.  IractipnnAires  de  v 
La  démonstration  donnée  (  chap.  ]^  )  ,p,p,ùr  prouver  l'abeenc^ 
de  ces  sortes  de  termes ,  est  fondc^  $,ur  ce  que  cef  .termi^ 
augmenteraient  le  nombre  des  radicaux  dans  le  développe- 
inent  dey(ar  +  î)  ,  tanJis  qu'il  est  éWdep^  que.  t^t  que  te 
€St  une  quantité  quelconque  indéterminée  , /"(x -f- t.)  ne  peut 
contenir  que  j.cs  , radicaux  qui  sont  dï^ns  ^xj  et  nous  s&vons 
actacllement   que    la    diffcrentiation    ne   peut  ,cl]uin(^er    ni  Ifi 
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ûy  d'y 

nombre  ni  les  indices  de  ces  radicaux  tJans  -—z=Py  --^=:  Q, 

dx  dx*      ^ 

>  .    ;■  z=-  /î  -  etc.    Mais  cette  démonstration  cesse  d'avoir  lieu 
dx^ 

lorsqu'on  donne  à  x  une  valeur  déterminée^  telle  qu'elle  fasse 

disparaître  un  radical  dansyà:;  car  alors  ce  radical  pourra  être 

remplacé  par  un  radical  de  i  dans  le  développemept  dey(x-f-*), 

comme  nous  Pavons  vu  dans  le  chapitre  cité. 

Cette  conclusion  n'aurait  pas  lieu,  si  la  valeur  particulière 

de,  X  n'anéantissait  pas  le  radical  lui-même^  mais  le   faisait 

seulement  disparaître  en  rendant  nulle  une  quantité  par  laquelle 

il  serait  multiplié  ;  car  quoique  le  radical  puisse  disparaître  de 

ccttp  mamière  de  la  fonction  y^r,  il  pourrait  ne  pas  disparaître 

dy        d*r* 
"dans  lés  coefficiens  différentiels  -r — ,   '  \    ^  y   ^^^'^  V^^  entrent 

■  \     t\-    ,  OX  iXX 

dans  le  développement,  de  f(x  -{-i)  ,  et  alors- la  démonstratioB 

corscrverait  toute,  sa . force.  Ainsi,  si  un  radical  de  la  fonction 

fx  se  trouvait  multiplié  par  {x  —  û)'",  m  étant  un  nombre 

iîiTtier  pO!<itif ,  ce  ra^îical  disparaîtrait  pour  à:  =  a  ;  mais  dans 

//:c-fr.i)^  le  même)  r^ica),  serait  multiplié  par  (  a: -r «  +  * )% 

:f!ty  da^s  le  cas  de  ar.=;a^  il  le  serait  par  i^  j  donc,  dana  le 

«Jévclo^pijiient  dçy(j:-|-i),  il  ne  pourj^ajt  paraître  avant  le 

tervijç  vjui  coiitiendrail  la  puissance  t'"  :  eu  jeffet ,  le  coefUcient 

d"^Y 
dilTérentiel         ^     serait  le  premier  datis  lequel  (x  —  a)*"  se- 

-rait  réduit  à  l'unité ,  au  moins  dans  l'un  des  termes ,  en  sorte 
•qui*!  ,  dans  ce  terme,  lé  radical  ne  disparaîtrait  plus  par  son 
Icoefïïciént  ;    il    resterait    conséquenmienl   dans    les    coefficiens 
'différentiels -sui vans  ^*  et  il   ne  se   trouverait  pas  dans  les  pre- 
'ccdens/Il  n'y  a  donc  que  le  cas  où  lé  radical  est  détruit  de 
lui-même 'dans  yîr,  par   une   valeur   particulière  de  a:,    dans 
lequel' le  développement  doive*  contenir  dès  puissances    frac- 
tionnaires de  ij  et  il  reste  à  voir  cotumeiJt  on  pourra  juger 
que  la  ciiose  doive  avoir  lieu,  *      * 


■"'•''«■•^ 


DE  Calcul  diffeiientikl.  ij7 

Nous  remarquerons  d'abord  que  si,  dans  y*(« -f- £)  ,  on 
ajoute  Taccroisseraent  quelconque  k ,  soit  k  x  ,  soit  à  s ,  on 
aura  la  même  somme  x  +  £-{■'  k,  et  consëquemment  la  même 
fonction  variée  /(  ar  +  *  +  A)«  Oi*j  si  l'on  cons*idère  x  +  £ 
comme  une  variable  dont  k  est  l'accroissement,  la  fonction 
développée  sera 

f{ix+i)+  A)  =/(x+ 1  )  +  k/'{x+ 1)  +  -^/»(*+  i)  +  etc. 

en  observant  quey*^(x -f-x)  est  le  coefficient  de  la  difTéren^ 
lielle  première  dey  (x-^i),  prise  indifféremment  ou  par  rapport 
k'x  f  ou  par  rapport  à  i  ;  que  J^  (^  +  O  est  celui  de  la  dilfé- 
rentielie  seconde  àe  f{x^i)  j  prise  i»»si  ou  par  rapport  à  a:^ 
ou  par  rapport  à  i,  et  ainsi  de  suite)  de  sorte  qu'on  a 

/>._    .     .-x-    àf(x  +  i)    _    df(x  +  i) 

f(x+z)^ dî = dï 

d3/*fa:-4-i)  d^/ïor+t) 

# 

etc. 

d'où    on    conclut    qu'en  faisant  /=o    dans  ■  > 

jjr; ,  etc.,  on  tombe  sur  -^,  -^^,  etc. 

Maintenant ,  pow  introduire  la  condjUca  que  le  dërelop- 
penient  général  n'ait  pas  lieu ,  circonstance  qui  ne  peut  arriver 
qu'autant  qu'on  particularise  x  y  nous  supposerons  une  puis- 
sance de  *,,.qui  ne  soit  pas  entière  et  positive;  et  afia  de^ 
séparer  ce  qui  résulte  de  la  présence  d'un  terme  de  puissanc^e 


ê 

I 


à     / 
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négative  ée  i ,  àe  ce  <}ai  rient  d'un  tenue  de  poIsBance  firtc- 
tionnaire  de  cet  acCroisseliient ,  nou»  supposerons  d'abord  ua 
terme  tel  que  Ai'^'^y  en  sorte  que 

/(«r  +  i)  =  Ai-"^  4:  Bir  +  Cr»  +  />*«  +  etc. 

r  y  s  ^  t ,  etc. ,  étant  des  nombres  entiers  positifs  ,  A  y  B  ^ 
C  y  etc.  des  fonctions  de  x ,  ou  de  sa  valeur  particulière  a.  On 
'aura  don(i 

>d/(^+0^_  j^ji^m^f   .  rUir-i+jCi'—  +  etc. 
dt 

JLl^ml^j^  m(m+i)  ^r-~-»  +  r(r— i)  Bi"-^  +etc* 

dyfar-4-n 
'^3^  ^==;^m(m+i)(m+a)^î-^^+r(r--.|)(r--2)jBî'^^etc> 

etc. 

dv    d't^ 
et  y  pour  en  revenir  aux  eoefAciens  différentiels  ~-y  ~r,  etc., 

do;    djr  ' 

on  fera  (:=:o ,  ce  qui  donnera  ces  résultats  : 

fx^=L  — •  +  etc.  =  00 
o 

4r  A  ^  ^ 

-r — =3 — m Uetc.  =co 

dx  o 

^:=:m(m+0-+etc.  =  co 

dV.  ^ 

^=-.m(m+i)(m+2)  — +  etc.  =  oo 

etc. 

Donc  si ,  pour  une  valeur  particulière  de  n  y  un  des  termes 
du  développement  de  f  (x  -f-i)  e^/  delajorme  Ai"^,  la  fonction 
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y  ainsi  que  tous  les  coefficiens  différentiels  --7—,  -j-=^  ^     etCé 

deviendront  infinis. 

Noos  supposerons  j  en  second  lieu  ,  que  le  développement 
puisse  contenir  un  terme  teL  que  Hi^  ,  m  étant  un  nombre 
positif  et  fractionnaire  j  compns  entre  les  deux  nombres  entiers 
consëcntifs  n— 1  et  n  ;  en  sorte  qu'on  ait 

f  {x-\^=A+Bi+Ci^+ +G»— '+//i*»+A:i'«+etc. 

ou  AjB y  C...  G,  Hj  K ,  etc.  ^  représentent  encore  des 
fonctions  de  x  ou  de  a*  On  déduira  de  cette  forme  de  déve* 
loppement , 

d  f(x4-i)  I    J 

i\^     =B-^!xCi+3Di^  +  l.:+in—i)Gi^^'hmHt^^. 

+nK^*^etc. 
+ m  (w— 1)  //i^*-»  +  n  (n— i)  /Cî»-*  + ,  etc., 


.  ^         =m...jfi«''''^  +  n..«A*^  +  etc. 

^'^y^^"*"'Liit. .  .iy^'-('^)+  etc. 

Si  ppiir  trouver  ce  que  deviemient  j  dans  cette  accoude  hjpo« 

df     d*r 
thèse,  les  coefiSdens  différentiela  -r—f  -r^  |  etc.  |  on  fait  eacore 
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{=0  ^  on  trouvera  ces  résultats  : 

zZt=izC  ê 


- — ^  =  r,2...(n— i)C 

d"r  if 

-'-  — p^ï=i.2..  .m [-  i.2..,n/iL=0D 

dx^  o 


d"+y  ^ 

-dr""***  o 

etc. 


Donc  ,  à  partir  du  coefficient  différentiel  inclusivement  dont 
Tordre  est  le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  à  m  ^  les 
coçfficiens  différentiels  sont  continuellement  infinis;  déplus  ,  le 
développement  est  régulier  depuis  le  premier  terme^j:  jusqu'au 
ternie  Hi"*  exclusivement,  puisqu'on  trouve 

^_jr     C:=z—^     D='^^     etc. 

dx^  2  dx*  '  2.5    dx^  ^ 

Donc  si ,  pour  une  valeur  particulière  de  x  ^  un  des  termes 
du  développemeni  de  f  (x  -|-i  )  est  de  la  forme  Ai*"  ,  m  étant 
un  iinmlre  f,\u dunnuire  entre  les  Jeux  nombres  enturs  con^ 
sécutlfs  n — 1  et  n  ;  le  coefficiem  JiJJ'ércntiel  de  V ordre  n  cl  les 


1 

1 
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suwans  seront  infinis  pour  cette  valeur  deTijCt  chacun  des 
précéilens  prendra ,  dans  la  même  hypothèse  j  une  valeur  fi<jce 
€t  déterminée. 

Le  déreloppement  général  sera  donc  en  défaut  ^dans  ces  deux 
cas. 

Réciproquement,  sî  pour  une  valeur  particulière  de  x,  toutes  les 

fonctions/j:  onj^,  -r — f  -j- ^  ^  etc. ,  prises  dans  le  développement 

général  ^  sont  infinies  ,  le  développement  vrai  devra  contenir  un 

terme  de  la  forme  ^i"""*  j  et  si ,  dans  ce  développement  géné- 

dV 
rai  f  le  coefficient  -^ —  est  le  premier  qui  devienne  infini  pour 

une  valeur  particulière  de  ^  ^  il  devra  se  trouver  dans  le  déve- 
loppement vrai  f  un  terme  tel  que  jii"^ ,  m  étant  un  nombre 
compris  entre  n— i  et  /i. 

Sy 
En  effet,  dans  la  première  hypothèse ,  les  fonctionsyx  ou  j',  -~  , 

àx 

-; — ,   etc.  ,    étant  ce   que  deviennent  A(j:+t),  r: 9 

dx*  ^  /XI//         ^^ 

-r-^^^ —  y  etc. ,  lorsqu'on  j  fait  1=0  ;  ne  penyent  devenir  infi- 
nies, à  moins  que  /,  ou  une  puissance  de  i,  ne  divise  quelques 
termes  de  chacun  des  développemens  y  (a:+ï),    -^ — -7: — ^j 

,  .^         j  etc. ,  et ,  dans  la  seconde  hypothèse ,  a  moins  qîie  i 

d-Zf^r+O 
ne  s'introduise  en  diviseur ,   seulement  à  partir  de -7-;; • 

Dans  ce  dernier  cas  ,  il  est  facile  de  voir  que  le  nombre  fraction- 
naire m  doit  tomber  entre  n  —  i  et  /i  :  car  si  m  tombait  entre 

n — 2  et  II— I  ,  le  coefficient       ^^    serait  le  premier  qui  de  vie  n- 

drait  infini  :  si  m  était  entre  les  deux  nombres  n  et  7^-(- 1^ 
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ce  serait  à  partir  sealemcnt  de  — — ^  que  l'infini  s'introduirait 

dans  les  coetticicns  différentiels.  Le  nombre  fractAnnaire  n  ne 
peut,  donc  se  trouver  (ju*entre  les  nombrea  tntiers  consécutifs 
n — I  et  n. 

Il  faut  bien  observ'cr  que  lorsqu'on  Vfut  4cvelopper/'(a:+i) 
pour  x=a  y  on  forme  d'après  la   fonction  fx ,   les  coefficient 

différentiels  — —  ,   ■    \^  ^  "^5"  '  ^^^*  >  ^^^  lesquels  on  écrit 

U.T  iXX  %X3C^ 

dr 

çnsuite  a  pour  x  s  alors  soit  que  toutes  les  foncUonsyàr ,  -7^^  etc.  ^ 

deviennent  infinies  ,  soit  que  li|  chose  n'arrive  qu'à  partir  ^ 

d^r 
par  exemple ,  de   -.   ^-  y  on  juge  que  le  développement  général 

est  en  défaut,  c'est-à-dire,  que  la  fonctiony(a+i)  ne  peut  se 
développer  suivant  des  puissances  ascendantes  entières  et  posi- 
tives de  i  :  dans  le  second  cas  y  on  peut  déduire  de  la  série  de 
Taylor  y  la  partie  du  développement  qui  précède  le  terme  de 
plus  petit  eiposapt  fractionnaire  de  i ,  puisque  le  développemciit 
est  régulier  rians  celte  étendue. 

Pour  trouver  la  vraie  forme  du  développement  dans  tous  les 
cas  où  la  série  de  Taylor  est  en  défaut ,  il  fendra  faire  d'abor^ 
dans  la  fonction/  {x^i)  ,0:  égal  à  la  valeur  donnée ^  et  déve- 
lopper ensuite  |  suivant  les  puissances  croissantes  de  1  y  par  les 
règles  connues  ,  en  ayant  égard  aux  puissances  fraction- 
naîres  ou  négatives  de  i  qui  se  trouveraient  dans  la  fonction 
m^me. 

Pour  confirmer  par  quelques  exemples  ce  que  nous  venons  de 
démontrer  y  supposons  d'abord  que  l'on  ait . 

cl  qu'on  demande  le  développement  de  y  (a:-+-/)  poçir  x-=^SEjk 
fiirmant  les  eoefliciens  différentiels  suivant  les  règles  générales  ^ 


|m  atora 
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-^  — 7  (a — x)  + 


•% . 


dx  y^x^—a* 

d*y  .  a  ax^ 

•t  aioai  de  suite.  Ea  faisant  x&sa  ^  on  a 

^  dr  I        d'r      '  i 

/xc=a*,-p-  =  — J   --^=— ,  etc. 
'  dx         o       dx*        ^o 

D^où  on  conclura  qae  le  développement  dey  (x  4-0  contien* 
dra  nécessairement  pour  xsa^un  terme  delà  forme  GH^ , 
fit  étant  entre  o  et  i. 

£n  effet  ^  on  anra  par  la  substitution  de  a  4~  *'  ^^^^  Pexprea^ 
aionyX| 

D'où  Ton  conclut  que  le  développement  suivant  les  puissancea 
de  ( ,  contiendra  des  termes  de  la  forme  ^  i  »  i^  i^  i'*^  i^  etc. 
Soit  ;  en  second  lieu  j 

fx'=,  yj X  +  (x— fl)*  /  (x— II). 

/  indiquant  un  logariihme  népérien  t .  on  aura  ces  eoeffidens 
différentiels , 


iy 

»         , 

a  {  (x- 

-a)  +  5 

dx»  "" 

dy  _ 

dx5 

4xyx  ' 

^   +- 

8x»x/*       * 

dV 
Pour  x=:  a  ,  la  fonction  -p;  devient  infinie^  ainsi  que  toutes 
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les  suivantes  :  ^nsëquemmenl  le  développement  de/'(a:+z) 
deviendra  fautif  pour  x=tf.  En  substituant  a^i  pour  x  ^ 
ou  trouvera 


1 


Nous  avons  observé  plus  haut  que  lorsqu'une  valeur  parti- 
culière de  x^  détruit  dansyà?  un  radical^  en  rendant  nul  son 
coefficient  y  ce  radical  reparaîtra  nécessairement  dans  les  fonc- 

dy      d't*  •  _    ^ 

lions   -p-,  -r— ^- ,  etc.  ,  et  qu'ainsi  la  forme  générale  de/ (x-f-î) 

ne  cessera  pas  d*étre  exacte  dans  ce  cas. 

Mais  lorsque  la  fonction  ^x ,  au  lieu  d*étre  donnée  d'une 
manière  explicite  ^  n'est  déterminée  que  par  une  équation  oii  le 
radical  n'entre  pas  y  la  détermination  de  ses  coefficiens  différen- 
tiels est  sujette  à  des  difficultés  sur  lesquelles  il  est  bon  de  don« 
ner  quelques  explications. 

Soit  yzzzfxi  supposons  que  pour  une  valeur  donnée  de  a:  ^ 
il  disparaisse  dans/x  un  radical ,  lequel  ne  disparaisse  pas  dans 

^-f—  ',  il  est  clair  que  ,  pour  cette  valeur  de  jt,  la  fonction  -7- 
do:  Qx 

aura  un  plus  grand   nombre  de  valeurs  différentes  que  ^ ,  à 

dr 
raison  du.  radical  qui  se  trouve  dans  -r — ^  et  quia  disparu  dans 

dy 
fx  :  d'oîi  il  suit  que  la  valeur  du  -j—  ne  pourra  pas  être  donnée 

par  une  simple  fonction  de  a;  et  j*  >  9^  "^^  contiendrait  pas 
explicitement  ce  radical ,  comme  il  arriverait  si ,  dans  l'équation 
J  =fx^  on  faisait  disparaître  ce  même  radical  par  l'élévation  aux 
puissances  ,  en  sorte  qu'on  eût 

F(x,j>-)=o=M. 

Or,  la  différentielle  de  celte  éqtiation  est  ;   comme  on  l'a  vu 
(chap.  YI), 
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du        du  *  M 

_ 4,-^y =o=«',<i'oùy=--^ , 

du  «         du 

en  représentant  — —  par  M  et  -r —  par  A^,  Donc  cette  exprès^ 

sîon  sera  en  défaut  dans  le  cas  oîi  l'on  donnerait  à  j:  la  valeur 

en  question  y  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  les  'fonc- 

du       du  • 

lions  -; —  y   -1 —  seront  Tune  et  l'autre  nulles  en  même  tems. 
aa:       Qjr 

Ainsi  y  dans  le  cas  dont  il   s'agît  y  l'expression   de  y  deviendra 

zéro  divisé  par  zéro  j  et  réciproquement  lorsque  cela  arrivera  , 

on  en  conclura  que  la  valeur  correspondante  de  x  aura  détruit 

dans^x  un  radical  sans  le  détruire  dans  -j—  • 

QX 

Pour  avoir ,  dans  ce  cas  ,  la  valeur  de  y' ,  il  faudra  recourir  à 
la  différentielle  seconde ,  puisque  la  différentielle  première  est 
identiquement  nulle  :  or  on  a  trouvé 

d^u  d^u       ^  .   d*w      .    .     dw       i,  „ 

dx^^      dxdj^  ^^  d^-^^    ^   dy  ^ 

Mais  à  cause  de  -^ —  =  o  ^  cette  équation  se  réduit  à  celle-ci  : 


d'M  d*u      ,   .    d'M 

do:»  ^      dord^  ^  ^  dy^  -^       ^ 

par  laquelle  on  détermiuera  la  valeur  de^  ^  qui  sera  par  consé- 
quent double. 
Soit,  par  exemple 

yz=x+{x  —  a)  V  x—by 
on  aura 

y^  z=  i^  y  X  —  b  -{ "^ 
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Etpoura?=af  « 

où  Ton  voit  que  le  radical  disparait  danser ,  mais  non  pas  dans 

dr 

—-  o\x  yj  en  sorte  que  la  première  fonction  est  simple  y  tandis 

dx 

que  la  seconde  est  double. 

* 
Si  on  élève  la  proposée  an  carré  ^  on  anra 

(^•— x)*— (X  —  tf)*  (x  —  i)  =  o=ii  , 

et  pour  l'équation  dérivée  du  preniier  ordre , 

^(j- — x)(r'  — i) — a(x  —  a)(x — £»)4-(x— tf)*=o=w', 

d'où  Ton  tire 

2rx  — a)  fx— A)+(^  — û)« 


y-i+ 


2(^_X) 


O 

Pour  x=::a  ^  on  a  encore  y:=.ay  ce  qui  donne  ^'  =  —  y 

on  passera  donc  à  la  dérivée  du  sgcond  ordre  ,  pour  laquelle 
on  trouve 

*     * 

a  [y — x)jr''  +  a  0"  —  i)*  — 4  (« — a)  —2  (x —  6)= o=  tt^. 
Ici  la  supposition  de  x=^|  d'où  résulte ^c=a,  donne 

(y  — V)»_(tf_i)=:o,d'oùy  =  !+»/«—*, 

comme  plus  haut. 

Il  peut  arriver  que  la  même  valeur  de  x  qui  détruit  les  termes 
de  u'  ,  détruise  aussi  ceux  de  u^  \  il  faudra  «lors  passer  à  w"'  , 
qui  par  la  destruction  des  termes  en  y^  et  j^",  deviendra  une 
simple  équation  eu  y  ,  mais  du  troisième  degré ,  et  ainsi  de 
suite  )  et  on  vok  que  cela  dépend  de  l'indice  du  radical  qui  aura 
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i\é  détruit  dans  jr^  et  qui  doit  être  reûq>)acé  par  le  degré  de 

Téquation  d'où  dépend  la  valeur  de  j^' . 

Supposons  f  en  second  lieu  ,  que  la  même  valeur  de  x  qui  fait 

disparaître  un  radical  dans  fx ,  le  ifasse  aussi  disparaître  dans 

dy  r  .  ,      .  d'r* 

-r-  9  sans  néaamoins  le  détruire  dans  -r^    ou  dans   r^  :   alors 
dx  ax*  _ 

les  valeurs  correspondantes  de  j*  et  j^  seront  en  même    nom« 

bre  ;  mais  celles  dejr^  seront  en  nombre  plus  grand.  Si  donc 

on  fait  évanouir  ce  radical  dansjrz=Jx  ,  la  valeur  dej^'  qu'on 

cti  déduira^  se'produira  sous  la  forme  =  —  ^  et  il  faudra  passer 

aux  équations  différentielles  d'un  ordre  supérieur  pour  avoir 
la  valeur  àey". 

Soit ,  pour  en  donner  un  exemple  , 

on  aura 

y=l+!X{x—a)     \/x  —  b+^y== 

j r  .   a(x — a)        (x — a)' 

jrf  —  2  Vx—b+  ^ Vt T)'^  • 

% 

faisant  «=a,  on  trouve  ^=a,  j^'  =  i  ,  ^^  =  a  y  a  —  b* 
Mais  si  on  réduit  réquatioii  proposée  à  cette  forme  ration** 
nelle 

{y — xy — [x  —  a)4  (  j: — ^)=o=:i/, 
on  aura 

^{y — x)(y— 1)— 4(a:— a)^(x  — A)— (a?— ay»=w'=0, 

€tii'=o,  en  faisant  a:=  a  t\  jr=^a.  On  passera  donc  à  u^^  y 
qui  sera 
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Faisant  x=  0^^  =  a  y  on  aura 

(y  —  I  )'  =  o,  d'oUy  =  I. 

Mais  pour   avoir  la   valeur  dej^'^  ,  il  faudra  recourir,  à  u"*  et 
même  à  u*^  :  on  aura  ainsi 


où  tout  se  détroit  encore  pour  x^=za ,  y:=sui ,  j^==i.  On  trouve 
ensuite 


faisant  x-=.a  ,  x-=za ,  ^  ==  i ,  on  aura 

3///*=i2(a— ^),d'oîiy  =a  V^a  — 6, 
comme  plus  haut. 
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CHAPITKJE    X. 

Des  valeurs  des  fractlonis  dont  le  numérateur  et 
le  dénominateur  s'évanouissent  en  même  tems 
par  une  seule  valeur  de  x.  Décomposition  des 
fractions  rationnelles. 

CoifsiDEKONa  la  fraction 

_fx 

Jx  et  F»  étant  des  fonctions  d^x^  telles  qu'elles  deviennent 
nulles  Tune  et  l'autre  pour  j:=a  :  on  demande  la  valeur  àejr 
dans  cette  supposition  pour  x.  On  déduit  de  là, 


y.Fx^'fx:=^o'sa^u* 


•».* 


Formons  la  dérivée  du  premier  ordre,  et  désignons  —5 par 

d(Ax) 
F'vc  f  — ^ —  par^x  :  il  viendra 

y.Fx+yFx—fxz=zo  =  u'  , 
et  à  cause  de  Fx=zo  ^  pour  x  =:a  ,  on  aura 


\ 


J*  = 


Fx 


S'il  arrivait  que  les  fonctions  fx  y  F'x  devinssent    nulles 
dans  la  même  supposition ,   on   trouverait  par  le  même  prin- 

9 
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cipe  ,  en  remplaçant  dans  la  dernière  valeur  de^  j/'*  pary* 

« 

Autrement,  de 

on  déduirait 

yF*X'\-yF*^x — f^xz=:o=:uH\ 

et  à  cause  de   /^'a?  =  o ,  pour  x=:ay   on  aurait^  comme  ci- 

filx 
dessus ,  j"  z=z  -~- —  Si ,  dans  la  même  supposition  x=a  «  on 

r''x 

avait  encorey^'a:=0|  F^xv=:o  y  on  emploierait 

f"x 


y  = 


P"x 


QwJ"'x  et  F^x  désignent         ^     j  — -7- ^ —  ^  etc. ,  et  ainsi  de 

suite. 

Ainsi ,  lorsque  le  numérateur  et  le  dénominateur  dune  fonc- 
tion de  X,  deviennent  nuls  à^la-Jbis  pour  x=a  ^  il  faut 
prendre  •  à  leur  place  les  coeffîciens  différentiels  successifs  du 
numérateur  et  du  dénominateur  ^  jusqu'à  ce  qu'on  arrive 
à  une  fraction  entre  deux  de  ces  coefficiens  de  même 
ordre  ,  qui  ait  une  valeur  déterminée  pour  la  même  supposi-^ 

tionjaite  sur  x. 

Px         Px 
Il  ne  peijt  pas  arriver  que  ces  fractions  -  9   ■         ■  >  etc.  f 

soient  indéfiniment  nulles  pour  x'=a''y  car  à  cause  de 

f(x  -f  0  z=zfx  '\-ifX'\ p:f  +  etc. 

on  conclurait 
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i  étant  quelconque  ,  ce  qui.  est  impossible  ,  à  moins  que^jc  ne 
renferme  pas  Jt ,  ce  qu'on  ne  suppose  pas. 

Il   peut   néanmoins   arriver  que  ces    fonctions  deviennent 
à-la-fois    infinies  pour  x  =  a  ^   ce    qui    rendrait  également 

indéterminées  les  fractions  -^ —  ,   -V- *  etc.  ;  mais  ce  '  cas 

rentre  dans  celui  que  nous  avons  examiné  plus  haut,  et  il 
en  faudra  conclure  que  les  développemens  dey(ar-f-t)y 
F  {x  4-0  contiendront  des  puissances  de  i  fractionnaires  ou 
négatives.  On  substituera  donc  a-^  i  pour  x  dans  les  fonc- 
tions numérateur  et  dénominateur  y  et  l'on  résoudra  l'une  et 
l'autre  en  série ,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  (  )  on 
fera  ensuite  i  =:::  o  ^  après  avoir  divisé  le  haut  et  le  bas  de 
la  fraction  par  la  plus  petite  des  moindres  puissances  de  i , 
ou  j  ce  qui  revient  an  même ,  on  n'aura  d'abord  égard  qu'au 
premier  terme  de  chacune  des  deux  séries. 

Nous  ferons  seulement  deux  exemples  ,  en  renvoyant  à 
ceux  que  nous  avons  donnés  {Alg,  i**.  sect.  ).  Soit  donc 
d^abord  , 

r  =  — ^— , 

qui  devient  — —  pour  j:  =  o  :  on  a  fx  =  a*  —  4' ,  Fx  =  « , 
fx  zzza'.la  — b*lb,  F'x'sn  i ,  et  conséquemment 

pour  X  =  o.  Si  pour  a*  et  b*  on  eût  écrit  les  développement 
trouvé  (chap.  IV;  ^  on  aurait  obtenu  ^  après  les  réductions  ^ 

X  (ia  —  lh)  +  —  (la  —  Iby  +  etc. 

r- , 
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(/tf  — .  /*)  J^—(ia^l6y  +  etc. 


^=:la^lbf 


pour  a;  ^  o. 
Supposons ,  en  second  lien , 


j-  =  (I  —  x)  tang  -^—  , 

2 


V  ^tant  la  demi-cîrconférence  :  pour  x=i^  on  a  i— a:=?o 


et  tang x  =  tang =  oo  :  mais  à  cause  de. 

a  2 


tang  ■     ■    =  ■  f  on  peut  mettre  y  sous  la  forme 

cot 

a 

1  —  ^  o 

pour  x=  1.  Si  Ton  forme  f^Xj  F'x^  on  trouvera 

et  pour  X  =  1  •  i^'j?  =i  —  — =  — — .  d'oùl'ontire 

cette  valeur  vraie  de  la  fraction 

_  1  a 


On  a  vu  {Alg*  y  2*.  sect  )  que  la  recherche  du  terme  gé« 
nëral  d'une  suite  récurrente,  ne  présentait  plus  de  difficultés^ 
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lonqae  la  fraction  rationnelle  génératrice  était  décomposée  en 
fîrâictîons  simples  ;  cette  décomposition  étant  anssi  d'un  luagé 
très-finéquent  dans  le  calcul  intégral ,  il  ne  sera  pas  inutile  de  la 
traiter  ici  comme  application  dn  calcul  diiférç'ntiel. 

Avant  d'opérer  cette  décomposition  ,  nous  rappellerons  que  le 
nmnérateur  iVde  la  fraction  rationnelle ,  c'est-à-dire  ,  sans  radi* 
caut  f  peut  toujours  être  ramené  par  la  division  à  un  degré 
moindre I  au  moins,  d'une  unité  que  le  dénominateur  ;  et  nous 
supposerons  qu'on  ait,  i|u  mojren  des  méthodes  connues  ,  décom- 
posé le  dénominateur  D  dans  ses  facteurs  simples  ,  ou  qu'on 
ait  résolu  l'équation  Z>  =  o. 

Soit  donc 

'D~  {x—eL)(X—a')    ......  .(x—d  ("-«)/ 


«,  a' . .  ^  C'^0  étant  des  racines  réelles  ou  imaginaires.  On  pourra 
poser 

N_    A  A'  J'^ 

c'est-à-dire  j 


+  "ô 


D~x—:,^  s' 

p 

-^  étant  la  somme  de  toutçs  les  fractions  simples ,  à  l'exceptian 

de  celle  qu'on  considère  ,  et-^  un  coefficient  numérique  à  éva- 
luer. De  l'identité  précédente  résulte  celle-ci  : 

N~P{X  —  a)  jN^P  (x—a)  ]  (a>— g) 

A -—^ =  2> 

Qr ,  pour  3ç=zeL  ,  on  trouve  .^= ;  il  s'agit  donc  d'assigner 

Q 


/ 
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la  valeur  vraie  de  cette  fraction.  A  cet  effet ,  d'après  la  règU 
donuce  au  commencement  de  ce  chapitre,  on  différentiera  nu« 
mératcur  et  dénominateur  ,  en  observant  que  N  j  P  et  D  sont 
fonctions  de  a;  ^  et  on  obtiendra 

(^-^  (a:-.)-P)(.«.)+iV-P(a:«-) 


Az= 


àV 


djKT 

dans  l'hypothèse  a;  =:=  « ,  la  valeur  de  A  devient 


dx 

en  désignant  par   (N)  et   {D')  ce  que  deviennent  N  et  -z —  > 
lorsqu'on  remplace  x  par  ec.  Mais.de 

Dz=zS{x  —  aL), 
on  tire  par  la  diffërentiation 

et  pour  x±=  a  , 

{D')  =  {S), 

(S)  étant  ce  qre  devient  S  dans  cette  hypothèse.  On  a  donc  ce» 
déterminations 

-  (5)  -  (Z>')* 

iV— P  (:r— a) 
En  faisant  a: = a  dans  Tidantité  ci-dessus  Az=z  ^'         -^ 

(iV) 


on  trouverait  en  effet  A  = 


(•S) 
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Ainsi ^  pour  évaluer  les  nuinërateurs  A  ,  A^^  etc.  des  fractions 
partielles  qui 'répondent  aux  facteurs  simples  x — a  ,  ar— «',  etc. , 
du  dénominateur  y  il  ne  faut  que  substituer  successivement  les 

racines  «,  «' ,  «^^ ,  etc.  pour  oc  dans  N  et  dans  -^ — 

dx 

Ainsi  ^  pour  la  fraction    —^ ^  dont    le    dénominateur   est 

le  produit  (x  —  i)  \x  +— : ^ j-  \x  -{ p 


on  trouvera 


5 


OC 


(^.'^). 


'^(f=— =  — =  ' 


3a»»       3««'       3/  _,_  \/ir3 


C-^-f-^) 


Supposons ,  en  second  lieu  ,  Z>  =  (x— iS)"  j  c'est-à-dire , 

iV  _  ^+/ï'x+a//x»-4-..    .+  aC"--)x"-' 
J9  ""  (x— ./3)"  ^  ' 

si  Ton  fait  x— jS  =:z,  d'où  x  =^  -f"  z  ^  on  aura ,  après  la  subsrt 
titution,  cette  décomposition  de  la  fraction  rationnelle 


+ 


^n-.« 


H ^;=î __  +  ... 4-    ^ 
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De  sorte  qu'on  pourra  supposer 


^^  ^^^  B^j  etc.  ;  devant  être  indépendans  de  x. 

Dans  le  cas   où   le   dénominateur  D  renfermerait  outre  le 
facteur  (j:—-|8}'*  9  d'autres  facteurs  inégaux,  on  aurait^  en  re- 

p 
présentant  par  — ^  ^  la  somme  des  fractions  simples  dues  à  ces 

facteurs, 

N_      B  B'  B  ("-':>  P 

On    déduit   de  là ,   en    multipliant   de  part  et  d'autre  par 
(a?  —  i8)"  ,  et  observant  que  Z>=  {x —  ff  )"  S, 


\ 
\ 


Pour  x^sifi,  cette  identité  devient 

Si  on  différentic  les  deux  menibres  de  l'identité  précédente  ^ 
on  obtient 

— ^j-  ==:B'+aBff{x  —fi)  +  5B'"{x  — ^)»  +  elc. 
et  pour  xz=:fi  y  on  a  cette  détermination 

1>    —  — r -, 

GO? 
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Vae  féconde  diffëreatiation  donne 

"  (t) 

^        -  =:  %Bll  4.  2.55'^'  (^  —  i8)  +  CtC, 


da:» 
£t  pour  «=  /S  I 


^»= 


2        dx* 
On  aurait  de  même 


^= 


I.2.3        dx^ 


B«T  = 


.    H?) 


etc.  V. 


A  la  (H  — i)"^  dKérentiatiott ,.  le  facteur  x— /ft  ne  se  trouve 

plus  que  dans "Â^^i ^  ^*  ^'^^  qu*en  feisant  «  =  ^» 

il  reste 


J5C— «)= 


1.2.5...  (n —  1).       do:^' 


Les  formules  précédentes  supposent  qu'on  connaisse  le  pro-r- 
duit  S  des  facteurs  autres  que  {x — /S)**  :  on  peut  encore  Toin 
tenir  par  la  diiférentiation»  En  effet  ^  on  a 
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Donc  y  après  n  différentiations ,  et  daps  l'hypothèse  sczrzfi,  on- 


trouvera 


ârD 

—  :=  l'«2<3«  •  •  •  nS  « 


dx 
et  conséquemment 

1.2.  .  •  .71      dx'^ 

Comme  il  faut  connaître  aussi  dS ,  nous  joindrons  aux  for* 
mules  précédentes  celle-ci 

dS 1 d"+'£> 

"d^"  i.a.3....n(/i  +  i)'dx"-*-'* 

.Pour  la  démontrer  ,  formons  les  différentielles  successives 

d  {j'z)=jrdz  +zdjr 
d*(j-z)=:j-d'24-2dj-dz  +  zdy  - 
d^  [j-z  )  =^d^z  +  3dj^d»z  +  5  dydz  +  zd^jr 
d4  (^-z  )  =j)^d4z  +  4d^d3z  +  6  dyd'z  +1|dydz  +  zà^y  y 
'.  etc. 

où  j^  et  z  sont  des  fonctions  de  «  :  la  loi  de  ces  résultats  ayant 
été  vérifiée  jusqu'à 

d"f^z  )  =  j-d"z  +  Adxd^'-'z  +  Bdyd^'-^z  -f  Cd^j^d"^^^  +  etc. , 

aura  lieu  indéfiniment^  puisqu'on  a 

d"-+''Cr^)=ryd"+'z+^  )  drd"z+  B  )  d^jd"^'z+  C  \dyd'"^z+ etc. 

de  sorle  que  les  coeffîciens  A^  B^  C,  etc.  sont  ceux  du  binôme 
(  dz  4-  d^  )"  ,  en  appliquant  à  la  caractérislique  d  ,  les  expo- 
sons de  d^  et  de  dj^  et  observant  que  d*y=j-,  d*'z  =  z. 
Ainsi  ayant  Z>=:5  (a:  — ^)",   on  posera  j=zSy  z  =  {x^fi)'*, 
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et  la  dernière  formule  appliqué*  à  ces  facteurs  ^  donnera  |  pour 
«  ==  i6^  et  en  observant  quMi  sufH^  de  calculer  le  terme... 
(-^+  i)d/  d"z, 

dn4.i£)  =1.2.3...  .n  (n  +  i)  dx"d5 } 
d'où  Ton  tire  la  formule  annoncée 

âS I .  d"-<-'JP 

doT  1 .  a . . . .  n  ^/i  +  1  )       da:"**** 

Cependant  ^  lors  même  que  le  dénominateur  D  de  la  fraction , 
contient  des  facteurs  imaginaires ,  on  peut  encore  trouver  des 
fractions  partielles  réelles.  En  effet  ^  représentant  l'un  de  ces 
facteurs  par  x  -{-  «  -f-  /S  ^  —  i  ,  l'autre  sera  x  -^  tt  —  $  \/—  *  f 
{j^lg'f  2*.  sect.)  et  leur  produit  a:*  + 2*0:4- «*  +  /8*  sera  un 
facteur  réel  de  Z7^  d'ailleurs  les  numérateurs  A  et  A'  des 
fractions  partielles 


étant   déterminés   d'après  l'une   ou  l'autre  des  règles ; 

A  =  -~T-  =  -^ — '—  *  scrpnt  de  la  forme 

A/'+iVV  —  i    '  ""    AT— iVV— t   ^ 

on  aura  donc 

et  réduisant  au  même  dénominateur  ces  deox  fractions  par- 
tielles ^  la   fraction  résultante   sera   de   la  forme 

G+Kx  G  +  Kx 

: ou • • 

X*  +  iMX  +   *»  +  ^^  (X  +  «)*  +  iô*  ' 

G  et  /l  ne  reufcrmant  pas  d'imaginaires/  On  peut  encore  au 
lieu  du  dénominateur  jc' -j- 2 et  x -{-«'  + /ô*  prendre  celui-ci 
^*— -  2f«cos  9 -{*  P^  ;  f   ^^  9  ayant  avec   les  coefHciens  de 


r 
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]'équation 

ar*  —  p»  «f-  9  =  o  y 

qui  a  donné  les  racines  imaginaires  â?  =  -^aihC^— •!, 

les  relations  ^  =  \/9,  cos  f= —^—(*),   sous  lesquelles  les 

facteurs   simples    de    ce   poljnome    du    second    degré ,   sont 

essentiellement  imaginaires.  On  aura  donc  en  place  de..**, 

G+Kx       ,    ^     .  G  +  Kx 
la  fraction 


{X  -\-  «)'  +  ff*  X* 2fX  cos  ^  +  f ^ 

Posons 

et  soit 

N  G  +  Kx  ,     P 

f  D  x^  —  ^fx  cos  f  +  ^f  «S    ' 

d'où 

p      N  G+Kx       _  N{x^-  iipxcosp+ff)-D  (G+Kx) 

"^      D       a:'-  2p«c05  ^+f  ^  Lh^x*^  2fX  cos  9  +  ff) 

si  l'oiAnet  pour  D  sa  valeur^  on  trouvera 

^  j:*  —  2px  cos  ^  4"  f  f 

Or,  P  étant  une  fonction  algébrique  rationnelle  et  entière ,  il 


P      1  /  P* 

(*)  !>»  racines  de  F^ation  x*— ;?jc+ 9=0,  sont  x= — i|^    "7 ^' 

^r  7  =  p* ,  "^  =  f  *  cos*  ^  y  donc 

x=^cosf±v^f«cos«f— f«=:f[eos#±\/«Os*t— i|=sp{oos#±sîn#\/— *}» 
racines  imaginaires. 


,      ' 
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faut  que  jc*  —  2  px  cos  (p  +  f P  ^^^^  facteur  dans  le  numérateur 
qui  doit  ainsi  devenir  nul  pour 

X  =  f  I  cos  9  ±1  sîn  9  ^/— 1  Jw 
Par  cette  substitution  ,  N  deviendra 

et  S  devieildra 
or  de 
oii  déduit 

on  tire  de  là 

pp'+q(^±.{P^q^pq'W-x  k^     i 

^>,  ^  Qfa =04.A:^co8(pd::^A:«B(pv^_i, 

égalité  qui  se  partage  dans  les  deux  stiîvantes 

*  ■ 

de  la  dernière^  on  tire 

j^_     P'Q  —  PQ' 

«t  de  la  première 


et  à  canse  de 


cos  9 


on  a 
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Dans  le  cas  de  cos  9  =r  o  ^  d'où  sin.i^  =  1  ^  le  facteur  double 
devient  :c*  -f-  f*>  et  alors^  à  cause  de  cot  ^  =  0, 

On  voit  donc  que  les  numérateurs  G  et  A  ont  ;  comme  ceux 
des  fractions  partielles  qui  résultent  des  facteurs  simples  ;  l'a- 
vantage de  pouvoir  être  calcules  séparément. 

Faisons  une  application  de  ce  qui  précède ,  à  la  décomposilioa 
de  la  fraction 

I 

a;8-j-X7 X^ X^  ' 

ddnt  le  dénominateur  r=:  (j: — 1)  (oc  +  i)*  x*  (a?*-|- i)  :  on 
posera  donc 


=^+ 


aB^-^-x"^- — x^ — x^       X  —  1       (x+i)'       x-|- I 


B       ^     B'     ^    c    ^    a 


X' 


On  aura  d'abord 


C«_        G+Kx 
"*"    X   "^     x»+i  ' 


A=.m^ 


{D')       8  +  7-4-3 
pour  X  =  1 .  Pour  le  facteur  (x-}-i)',ona(  pag.  lij) 


S  = 


d*Z)         56x^+42x^— i2x'— 6x 


i .  adx^ 


1.2 


=  4 


pour  x=—  1 ,  et  ,  dans  la  même  hypothèse , 
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niAis 


,/iV 


et  (pag.  137) 

donc  ,  pour  j:  =  —  i 

Viennent  ensuite  les  indéterminées  C,  O,  C^n  On  a^  dans 

ce  cas  , 

pour  j:  =  o  ^  donc 


<f) 


do:  (j:5  +  a?4  — X — 1)* 


1. 


Il  reste   donc  à  évaluer  les  indéterminées    G  et  /iC  de  la 

G+Kx 
firaction  — !- —  :  alors  a;  =  ±:  1/ —  1;  cos<p  =  o,p  =  i, 
a:*+  I 

5  =a:«+ar5  —  «4  — «3  r=  —  a±  2\/— I  —  , 

donc  P'=  — a,  0^  =  3,01,  à  cause  de  iV"=  i  ,  on  a  P=i', 
Q=:o^  et  conséquemment 
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Dé  sorte  qae 


'        +TTrW.+     ^ 


•w 


Il  1  I  +^ 

Pour  complctter  la  doctrine  de  la  décomposition  des  frac- 
tions rationnelles  y  nous  avons  encore  à  considérer  celles  dont 
le  d^nominatenr  e&t  le  produit  de  plusieurs  facteurs  imagi- 
naires égaux. 

Soit  donc  la  fraction 

JV N ^ 

On  posera 

p 

—  représentant  la    somme   des   fractions  partielles  dues  aux 

autres  facteurs  compris  dans  D ,  et  dont  le   produit  est  S. 
.    A  l'effet  d'évaluer  les  coefiiciens  G^K.G'^K'-,  etc. ,  on 

multipliera  les  deux  membres   de  cette  identité  par -, 

(^»_  2«ar -}-«*  + /S*  )'^,  ce  qui  donnera  la  suivante 

+  {Gff+K^x)  {  (a:  — «)-+^-^ 
+  (  G^'+K^'o;  )  {  (  X  —  «  )-  +  |8»  p 


•  •  •  • 


i^f). 


j 
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laquelle  devant  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  a:  ^  donue 
pour  xzzzttdLfi  \/—  1  9 

mais  y  par  le  fait  de  cette  substitution ,   •— -  prend  la  forme 
m  3;  n  Y  ■"  ^  J  donc 

m ±71  y/— I  =  G  +  X  ( «t db /3  v/— 1> 

d'où  on  déduira  les  valeurs  des  indéterminées  G  Qi  K.    - 

Si  on  différentie  l'identilé  (Af) ,  et  que,  dansî  le  résultat, 
on  lasse  ar  ==  *  ±  j8  yj —  j  ,  on  trouvera 

-^  ^K±L  {  C'A- A-'  (.i/8  i/-,  ) }  aie  V:b'  î 


.,'" 


I      t 


er,  le  résultat  de  la  substitution  des  deux  valeurs  dé  x  dans 
^-—  df-^V  étant  de  la  forme  mf  ztl  n'  v/— i  f.oii  a  les  deux 
égalités 

ii»'±:»'V— »=^*f<ï'+A'(«±|8v/— »)}  â/^V'— »» 

<piii  serviront  à  déterminer  les  dcu^  jiutrês  coefficient  G^^/C^^ 
et  ainsi  des  suivans. 


if 


i  •  /  •  •  ». 


1 1 


10 
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CUAPITRE    XL 

Des  limites  du  déi^eloppement  de  ï(xrjri)  et  de 
fx ,  lorsqu'on  ri  a  égard  qu^à  un  nombre  déter^ 
miné  des  premiers  termes. 


li 


Toute  fonction  J(j9  -{•  i)  se  développa  dans  la  série  connue 
qui  va  à  l'infini.,  à  moins   que  les  fondions  dérivées  àt  Jx 
ne  deviennent  nulles  ;  ce  c/ui  a  lieu  lorsque  /x  est  une  fonc- 
tion   rationnelle   et   enlière    de    x.    Tant    que    ce     dévelop- 
pement ne  sert  qu'à  la  génération  de  fonctions  dérivées ,  il 
est  indifférent  que  la  série  aille  à  l'infini  ou  non  :  çn  peut 
encore  dire  la  même  chose  lorsquVn  ne  considère  le  dévelop^ 
pemcnt  que  comme  une  simple  transformation  analjrtique  de 
la  fonction  :  mais  si  on  veut  l'employer  pour  avoir  la  valeur 
de  la  fonction  dans  Jes  cas  particuliers  ^  comme  offrant  une 
expression  d*une  forme  plus  simple ,  à  raison  de  la  quantité 
i  qui  se   trouve   dégagée  de  dessous  la  fonction  ^  alors  ,  ne 
pouvant  tenir  compte  que  d'un  certain'  notnbre  plus  on  moins 
grand  de  termes  )  il  est  important  d^avoir  un  moyen  d'évaluer 
le  reste   de  la  série  qu'on   néglige ,  ou  du  moins  de  trouver 
les  limites  de  Terreur  qu'on  commet  en  négligeant  ce  re^te* 
La  détermination  de  ces   limites  ,  ajoute  M.   Lagrange  ;  est 
sur -tout   d'une   grande   importance    dans   l'application   de   la 
théone  des  fonctions  à  l'analyse   des  courbes  et  à  la  méca- 
nique^ pour  pouvoir  donner  à  cette  application  la  rigueur  de 
l'ancienne  géométrie. 

Si  Von  part  de  ce  développement 

J{  X  +  i)  =/*  +  ifx  +  il. 
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dam  lequel 

,7=»(i./»x+-^y^"«+etc.), 
et  ga'on  fasse  X'j^  i  =  z ^  d'où  i :=  s •«-« « ^  on  auru 

f?  représentant  le  reste  du  développement.  On  tire  de  la 

% 

Jz  =/x  +p  {z  —  x) (i)  : 

cette  équation  devant  ^tre  identique^  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  :i;  et  de  z,   on   pourra  supposer  que  z    restant' 

invariable ,  x  devienne  a:  -f-  A  j  alors  fx  deviendra 

fx  -h  hf'x  +  hH  ^  z  —  X  w  changera  en  «  —  «  —  A  ,  et 
p  en  p  -f-  hp'  -j-  hP  \  en  observant  que  dans  p  on  ne  fait 
varier  que  x  :  d'ailleurs  H  tX,  P  deviennent  nul^  lorsqu'on 
fait  A  =  o.  On  a  pour  résultat  de  ces  substitutions  dans  (i) 

/z=/r  +  A/'x  +  A/f  +  (;^  +  ^'P'  +  Ai')('2  — ^  — A)i 
et  si  de  cette  dernière  égalité  on  retranche  (i)y  il  vient 

hf'x+hH+hp'(z  —  x)—hp'^p'h*+hP(z—x)^h*Ps=zo, 

divisant  par  h  |  puis  foisant  hs=  o ,  on  trouve 

f'x+p'  {z  —  x) — p  =  o (a). 

Cette  équation  devant   encore   être  identique  yy  quelle  que 

soit  la  valeur  de  x  ^  parce  que  z  est  invariable  ^  on  pourra 

y  substituer  de  nouveau  jc  +  A  à  x ,  et  alors  J'x  deviendra 

J'x  +  hfffx  +  hH' ,   p'   deviendra  p'  +  hp^  ^  kP' ,  et  par 

cet  jubstitutiona  et  celles  déjà  connues  pour  z  —  x  tM  py 


4 
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l'équation  (2),  après  la  division  par  h,  se  partagera  encore 

en  deux  auUes  ,  dont  Tune  sera 

fil  X  +  pff  iz  —  x)  —  2p'  =  o. . .  .(5). 

On  tronrert  successivement 

f'"x  +  p'"{z  —  ar)  —  3p^==  o....(4)> 
/«\T  +  p'\z  —  x)  —  4P"'=  o....i5), 

etc. 

résultats  dont  la  loi  est  facile  à  saisir.  De  cette  suite  d'équa- 
tions (2)  ;  (3) ,  etc. ,  on  Ure 

p  =z  f'x    +    p'    («  —  «), 


I''x  P^    ,  X 


f'»X  p"'      ,  V 


etc. 

Ces  valeurs  substituées  successivement  dans  (i)  ,  donnent 
cette  suite  de  développemens 

fzz^fx'\^{z  —  x)rx+Xz  —  xyp' 

Tz — x)^ 

etc. 
lesquels  9  par  le  changement  de  «—  dp  en  1,  deviennent 
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f    „  ? 


etc* 


l'- 


en sorte  que  si  Pou  s'arrête  au  terme  — — /'C")a:,  le  reste 

de  la  série  sera  exactement  représenté  par  — > —  p W. 

1  «s*  •  «Il 

Prenons  pour  exemple 

/r= ^- =:x  —  a'x-', 

on  aura 

fx  =  I  4.  al'xr*  ;  f^x=  -—  aa*x-',  etc.  ^ 

et  si  Ton  veut  arrête^  le  développement  k/^x,  on  trouvera, 

,•3 


^r        i     'S         jr         «•  — a*    .    /     ,    «'\  •        ^'    •.    .     * 


if 


mais 


p  =  -  — =  x+i 


(x  +  iy-^a*         Jg^  — g' 


ce  qui  donne  y  en  ne  difSérentiant  que  par  rapport  a.  x  ^ 


p'  =s et  p^  = =  ^ ■ T- 1 

'^  ^o?*        '^  ^       ,    {x  +  i)x^  ' 


•n  a 


donc 


x^  —  a'      /         a*\         a*  c* 


a» 


i5q  Lbçoiv« 

Soit  encore  la  fonction  radicale  x/x  :  on  tLfirM 

p  =i  çzz  *    ,     '        I        ^ 

^  z  —  a;  V«+  V/« 

et  coBséqucmrnenl 

—  i 


p*= 


■•— •^■— i^ 


^LV  ^  ^  ^^y^^ 


^[\/z+y/xfxy/x    ^ 


etc., 


on  tire  de  là  ces  valeurs  àts  termes  sommatoire» 


z  —  X 
P(Z  —  X)Z= 


p'iz'^x,^^ 


—  (z — xY  i 


^l\/z  +  y/xy\/x  j^j-y/  jc  +  i+y/xj 


/-    m 


a  ^        ^l\/z  +  \/x:^x^x      SlV'x+i+^xyxi/x 

Tels  sont  en  effet  les  résultats  obtenus  par  l'algèbre  ordinaire j 
page  io>  de  la  Théorie  des  fonclùms  wiaijriiques^  Mais  nous 
observerons  que  très-souvent  on  trouve  par  celte  analyse  le 
reste  de  la  série  ,  égal  à  la  fonction  même  y  (x-f*  i  )  ,  moins 
tous  les  termes  uéja  employés  |  ce  qui  ne  fait  rien  connaître  j 
c'est  ce  dont  on  s'assurera,  en  rappliquant .  à  la  fonction 
(X'\^l)'^,  Ainsi  nous  donnerons  à  la  suite  une  autre  nié* 
thode   qui   s'étend  a  toutes  les  fonctions. 

Si  Pou  reprend  l'équation  idenll4|iic 

fz  =fx  ^i^p  [z^x)^ 
tl  qu'on  snpnose  '^'te  ce  soit  z,  <tl.  non  [)Ius  X  qui  varie  ^  en 
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trouvera  ,  par  une  analjrse  semblable  à  la  précédente  ^  eè  en 
notant  paç  'p ,  "^  ^  "7^^  etc.  ^  les  coefHcicns  des  di/Térentieiles 
de  p ,  prises  par  rapport  k  z^ 

/'  z=  'p{z^x)  +/> 

ff'z  =2y  {z  —  x)  +  5 V, 
'  etc. 


Ponc 


p=ft'^  >  (z  —  x) 


Pz 


iti 


'p=< ^{z—x) 

etc. 

Substituant  successivement  dans  l'identité 


il  vient 


/^=A  +  PÎ«— ^)7 


fz  zzifx  +  (s  —  a:)  f'z  —  (z  —  xy  *p 

fz=/x  +  (Z'^x)/^z  —  {Z'^xy:^+(Z'^xy-IjL 


f:^=fx  +  (z  —  x)fz  —  (z—xy 


rz 


^(^z—xy 


2 

f"'Z 


1.2. 5 

If'rr 


etc. 


ce  qoi  donne  la  formule 


x.a  ''    '  1.2.3  ' 


'■^  ^^i 
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et  pour  *  1=  z. 

fz  =fo  +  zfz  —  -^Jlz  +  — ^  f»z.  —  etc., 
d'où  on  déduit  encore 

/b  =  /if  —  zfz  +.  -S^jn^  ^    ,   ^        fiiz  +  ttc.^ 

formule  qui  revient  à  celle-ci 

y=jr  —  xy  +  ——-  y« -— --  y«  +  etc. ,. 

trouvée  (pag«  io5)  et  qui  çert  à  remonter  de  la  dérivée  du^ 
premier  ot'dre  à  ia  primitive. 

L'a^nalyse  suivante  ,  tirée  du  Calènldes  fonctions  par  M.  La^ 
grange  j  donne  non  ta  valeur  exacte  du  reste  du  développe- 
ment y  mais  les  limites  de  l'erreur  qu'on  commet  en  négligeant 
ce  reste.. 

Soit 

'  V  étant  une  fonction  de  x  et  de  i  9  telle  qti'elle  devient  nulle 
pour  i  =  o.  Si  l'on  considère  V  comme  l'ordonnée  d'une 
courbe  dont  i  serait  l'abscisse  ,  il  est  clair  que  i  augmentant 
par  des  degrés  très- rapprochés  depuis  s=ro^  l'ordonnée  V 
croîtra  soit  sous  le  signe  plus  y  soit  sous  le  signe  moins  ,  par 
des  degrés  très -rapprochés  y  jusqu'à  un  certain  point  j  après 
quoi  elle  pourra  diminuer^  qu'ainsi  on  pourra  toujours  donner 
à  £  une  v^^leur  telle  que  celle  de  la  fonction  ou  de  l'ordonné* 
f^qui  lui  correspond  y  soit  moindre  qu'une  quantité  donnée ,  et 
que  pour  des  valeurs  moindres  de  îy  la  valeur  de  V  soit 
«ncore  moindre. 

Soit  D  une  quantité  prise  aqssi  petite  qu'on  voudra  ;    on 
pourca  doncj  d'a^è*  of  qui  vient  d'être  à'ï% ,  ^nngr  à  i  un« 
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Tâtenr  9Met  petite  pour  que  la  valeur  de  F  soit  renArm^ 
entre  les  limites  Z>  et  — -J9;  donc  la  quantité  /(o^-f-  O — /^ 
sera  comprise  entre  celles-ci  i{/^xdtzD)* 

Comme  cette  conclusion  a  lieu  ^  quelle  que  s<nt  la  valeitr 
de  âr  y  pourvu  que  y 'm  ne  soit  pas  infinie  ^  parce  qu'alors  les 
coeffidens  différentiels  suivans  deviendraient  pareillement  in- 
finis^ ainsi  que  F,  elle  subsistera  aussi  en  mettant  successive- 
ment X'i'  if  X  +  ni ,  x-^-  3i X  -|-  {n — i  )  iau  lieu  de 

^;  de  sorte  qu'on  pourra  toujours  prendre  l'accroissement 
i  positif  et  assex  petit  pour  que  chacune  de  ces  di^erences 


/(x^2i)^^x+i) 


J[^+ni)—f(x+in^i)£) 


tombe 

entre 

les 

limites 


m 


'[/'(*+ («-i)0±I>]. 


En  prenant  pour  D  la  même  quantité  dans  chacune  dç  cet 
limites  ,  ce  qui  est  permis ,  pourvu  qu'aucune  des  dérivées 

/'x,/'(jr  +  »y,/'(a:  +  aO, /' (j:+(ii  — i)  i),   ne 

soit  infinie^  ou,  en  d'autres  termes^  pourvu  que  fx  ne  soit 
jamais  infinie  dans  l'étendue  de  x  à  x  +  ^n-^i)  i  indusi- 
vement* 

DonC)  si  ces  limites  sont  toutes  de  même  signe  ,  c'est-à- 
dire  f  toutes  positives  ou  toutes  négatives ,  là  somme  des  dif* 
férences  {A),  qui  est  /{»-{'  ni)  ^^fx,  aura  pour  limites  la 
eoomae  des  limites,  c'est-à«dire ^ 

Si  donc  on  prend 
^^^ ^  ^ 
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abstraction  faite  du  signe  de  la  somme  des  fonctions  dérivées, 
la  quantité  y(^  +  «*)  — yà:  sera  v  nécessairement  renfermée 
entre  zéro  et  la  somme 

Donc ,  si  P  est  la  plus  grande  valeur  positive  ou  négative 

des  quantités /'ar, /'(a: -fi) ./'{»  + (n— i)  i)  y  la 

quantité  /(  J:  +  ni)  — Jâ;  sera  ,  à  plus  forte  raison  ,  renfermée 
entre  zéro  et  zniP. 

Ovf  comme  en  prenant  i  aussi  petit  qu'on  voudra,  oo  peut, 
ei|  même  tems  ^  prendre  n  aussi  grand  qu'on  voudra  y  on 
pourra  supposer  le  produit  in  égal  à  une  quantité  quelconque 
;;,  positive  ou  négative^  puisque  l'accroissement  i  peut  être 
pris  positivement  ou  négativement  |  toujours  sous  la  condition 
que/'x,y'(j:  ^-  î),  etc.,  conserve  le  même  signe* 

La  quantité  f{x^ni)^^fx  deviendra  ainsi  f{w ^z)  — fx , 
et  pourra  représenter  une  fonction  quelconque  àt  z ,  qui  s'cva- 
nouij;  lorsque'  z  =  o  ^  la  quantité  x  pouvant  être  regardée 
comme  une  constante  arbitraire  ^  de  même  la  fonction  dérivée 
y'(a:.-j-  ni)  deviendri^y/(:c -f-  5)  et  représentera  le  coefficient 
différentiel  de  f{x  +  z)  qui  est  le  même ,  soit  qu'on  diffé- 
renlie  par  rapport  à  z  ou  par  rapport  à  x  :  les  deux  limites 
seront  zéro  et  :izP ^  ety(j:-f-z) — fx  aura  même  signe 
que  a.zP. 

On  peut  donc  conclure,  en  générzl ,  que  ^e  f'(x-j-t)  n 
constamment  des  valeurs  finies  et  de  même  signe  ^  depuis  z==o 
jusqu'à  z ,  et  que  P  soit  la  plus  grande  de  ces  valeurs ,  abstrac- 
tion faite  du  signe  y  la  fonction  primitive  f(x-|-z)  —  fx,  prise 
de  manière  qu'elle  s'évanouisse  pour  z  =  o  ,  sera  renfermée 
entre  zéro  et  2txP  ;  par  conséquent ,  elle  aura  toujours  aussi 
des  valeurs  finies  et  de  même  signe  que  la  jonction  dérivée  ^ 
si  z  est  positive,  ou  de  signes  différcns  si  z  est  négative.  Oa 
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Se  rappellera  que  le  signe  de  z  dépend  de  celui  de  i  y  et  que 
celui  de  P  dépend  du  signe ,  toujours  le  même ,  des  fonctions 
dérivées. 

Voici  maintenant  conunent  ce  principe  s'applique  à  la  dé- 
termination des  limites  du  développement  dey  (a: -|- /). 

Soient  d'abord  p  ei  if  les  valeurs  de  x  +  i  qui  rendent  la 
fonction  dérivée/'  {x  +  i)  la  plus  petite  et  la  plus,  grande , 
en  regardant  x  comme  une  quantité  donnée ,  et  faisant  varier 
i  depuis  zéro  jusqu'à  *  une  valeur  quelconque  donnée  de  i  j. 
donc/'p  sera  la  plus  petite  valeur  de /'(«  +  ')  t  ^^/'^  *^^* 
sa  plus  grande  valeur;  par  conséquent ,  y^(« +  ')  ""/'P  ^ 
y^— y>(j:-|. /)  seront  toujours  des  quantités  positives  dans 
celte  étendue  de  valeurs  de  /.  Il  est  nécessaire  d'observer  qu'il 
faut  entendre  par  quantités  plus  grandes  et  plus  pe<dtes  abso- 
lument,   celles    qui    sont  plus  avancées  vers  l'infini  positif 

et  vers  l'infini  négatif  j  en  sorte  que  a  étant  >  ^ ,  on  a 

,—  a  <— 6.  Donc  h\f'{x  +0  est  toujours  négative  depuis 
I  =  o  jusqu'à  i ,  on  aura  encore ,  d'après  cette  observation  | 
les  différences /'(;c  +  0—/V  et/'7—/'(* +0  Positives. 
Regardant  ces  deux  différences  comme  des  fonctions  déri- 
vées relatives  à  la  variable  t,  puisque  i  seul  varie ,  leurs  fonc- 
tions primitives  I  ^ïi%zs  de  manière  qu'elles  deviennent  nulles 
pour  i'=:zOf  seront,  à  cause  de  x  j  p- et  q  constantes 


(*).n  est  dair  que  Tinti^grale  lic  /'  {x  +  /)  —  f'p  m  f{x  +  i  )  —  £fp 
piisqu'cn  diiTéreotiant  par  rapport  à  i ,  on  trouve  ,  en  ne  retenant  que  le 
coefficient,  ia  dérÎTée  proposée}  mws  en  «jouunt  la  contianlc  qui  doit 
ronipletter  toute  intég^rale,  ou  a  f  {x  + i)  -  if  p-^  Cj  et  comme  ceue 
intégrale  doit  deTenir  nnlle  pour  *  =  o  ,   on  aura  cette  condition 

/x+C=o,    d'où    C^-'fx. 
Ponc ,  la  fonction  primitive ,  prise  Je  manicrc  qu'elle  •*év*noui»e  pou» 


.^ 
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Ainsi,  pourvu  (jae  /'{x  +  i)  ne  soit  jamais  infinie  depuis 
i  z=i  o  jusqu'à  la  valeur  de  i  qu'on  considère  y  ce  qui  aura 
lieu  si  f'p  et  fq  ne  sont  pas  infinies  ,  on  aura ,  par  le  prin- 
cipe précédent,  si  i  est  positif, 

d'où  l'on  tire 

Ainsi  le  développement  de  /{x-^i)  est  compris  entre  les 
deux  seconds  membres  de  ces  inégalités. 

Supposons  ensuite  que  p  et  q  soient  les  valeurs  de  x  -]-  c , 
qui  rendent  la  fonction  dérivée  du  second  ordre  J^^{x  -f-  ^  )> 
la  plus  petite  et  la  plus  grande,  en  faisant  varier  i  depuis 
Kéro  jusqu'à  une  valeur  donnée  de  £  :  on  aura  fp  et  /'''q 
pour  la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  de /"^{x -^  £)} 
par  conséquent 

/^(a:  +  i)— yV>o.   /^?— /'/(x  +  i)>o. 

Regardant  ces  difTérences  comme  des  fonctions  dérivées  rela- 
lives  à  la  variable  i ,  leurs  fonctions  prinriitives  prises  de  ma<^ 
nière  qu'elles  soient  nulles  pour  i^Oy  seront  (noiê)^ 

/'(x + i)  ^j'x — ijfip ,  ipq  -^ri ^ + 0  4-y' *. 

Donc  I   pourvu  quey(jr-f- i)  ne   soit  jamais  infinie  dans 

toute  l'étendue  de  i  nr  o  à  i ,  ce  qui  revient  à  ce  que  /^p  et 

fq  ne  soient  pas  infinies,  ces  deux  quantités  seront,  d'oprcs^ 

le  principe  ,  toujours  positives  et  finies  ,  i  étant  positif  j   et 


1=10,  est  en  effet /(t  +  i)  —  /jt  —  if'p.  On  trourerait  de  la  m^mt 
manière  la  féconde  intégrale. 
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en  les  regardant  comme  des  fonctions  dérivées  par  rapport  à 
i  y  leurs  fonctions  primitives  ,  prises  de  manière  qu'elles  soient 
nulles  pour  i  =:  o  ,  seront ,  à  cause  de  a;,  p  f  Ç  constantes  j 


/(  X  +  0  -  i/'x -J''p  -/x , 


■fq  —f{x  -\.  i)  +  ij'x  +/x. 


Ces   nouvelles  quantités   seront  donc  aussi ,   par  le  même 
principe;  toujours  positivea^  et  on  déduira  de  là 

f{x+i)<fx+  ifx  +  -^Pq* 


Le  reste  du  développement^  lorsqu'on  prend  les  deux  premiers 
termes  ;  est  donc  compris  entre  les  deux  Kmîtei  J^'p  et 


i" 


Pq. 


Si  on  suppose ,  en  troisième  lieu  ,  que  p  tX  q  soient  les 
valeurs  de  a:  +  i,  qui  rendent  la  fonction  tîerce  f*'{x  -(-  /)  la 
plus  petite,  et  la  plus  grande  depuis  i-^to  jusque  /,  çn  aura 
les  deux  quantités /'''(a:-}-  0  — f"p  ;  J'"q — J'^'i^  +  i),  néces- 
sairement  positives  dans  cette  étendue  des  valeurs  de  /"^  donc 
en  les  regardant  comme  des  fonctions  dérivées  relatives  à  la 
variable  i ,  leurs  fonctions  primitives  prises  de  manière  qu'elles 
deviennent  nulles  pour  t  :^  o ,  seront 

et  ces  quantijtés  seront  positives  et  fiiues^  pourvu  qut/^"(jK+*) 
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ne  devienne  pas  infinies  depuis  xéro  jusqu'à  ij  c*est-à-dire  ^ 
pourvu  que  f*"p  et  j^"q  ne  soient  pas  infinies. 

Donc  ,  en  regardant  de  nouveau  ces  dernières  quantités 
comme  des  fonctions  dérivées  relatives  à  i,  leurs  fonctions 
primitives;  prises  de  manière  qu'elles  soient  nulles  pour  i-=o^ 
seront 

X  •  2 


l.n 


lesquelles  seront,  par  conséquent,  toujours  positives  et  finies^ 
en  vertu  du  même  principe* 

Ainsi  ^  regardant  encore  ces  nouvelles  quantités  comme  des 
fonctions  relatives  ai,  leurs  fonctions  primitives  |  prises  de 
manière  qu'elles  deviennent  nulles  pour  1  =  0^  seront 


i*     ^.  î* 


2*3  a 


i? z* 


/"q  —J{x  +  0  +  — J'^^  +  ifx  +  A- 


a. 3  ^  »      •        •     2 

•     t 

w 
m  ^ 

Ces  quantités  seront  donc  encore  positives  par  le  métne  pria-' 
cipe;  et  on  tirera  à%  là 

Et  ainsi  de  suite. 

Considérons  maintenant  y  (or  —  *)>^'  soient  toujours  p  et 
q  les  valeurs  de  ;c  ~  1  qui  rendent  y  (x  —  i)  la  plus  petite 
et  la  plus  grande  ,  en  faisant  varier  i  de  zéro  à  i\  les  diffé- 
rences/'(x—i) — fp^i'q — f'^  —  *)  seront  toujours   des 
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<)uatitités  positives,  quel  que  soit  le  signe  *it  J'{±  —  i);mai$ 
comme  /  est  devenu  négatif,  ces  dernières  différences  auroni 
le  signe  moins  ,  d'après  le  principe.  :  ainsi 

/'(*  —  0  —f'P<o,    f'q  —J'{x  -  i)<  o  , 

et  les  fonctions  primitives  prises  de  manière  qu'elles  deviennent 
nulles  pour  i  =  o ,  seront 

./(*-')  +  if'p  -y* ,    -ij'l  -/(*  -  i) -¥fx ,       1 
et  négatives  :  en  sorte  que 

On  trouverait  pour  secondes/  limites 

J(x  -  z)  </x  -  i/'x  +  -^fp , 

...,■•  :.,:.' 

Et  ainsi  des  autres. 

Donc ,  en  général  ,  la  fonction  J{x  ^  i)  ^  soit  que  t  sôît 

positif  y  soit  qu'il  soit  négatif  |  sera-  toujours  renfermée  entre 

ces  deux  limites 

/x+  ij'x  +  ^fx  +  -|V"*+ .  •  • .  +  r^^  M 
h:fi/'^  +  Y^r^o  +  -^/"x+ ...  .-4-  T-T—f^n 

1«2  l.2ftCr  2*0«..^  T 

«  • 

*  »  ■ 

€B  prenant  poOr  f?  et  ^  les  valeur?  de  :r  -|-  t  qui  répondent 
%  la  plus  petite  et  à  la  plus  grande  des  valeur^  <ie/'*(«Th»)f 
d&BS  toute  Pétendae  de  iy  depuis  (=:^o  jusqu'à  la  valeur 
acta^lle  de  i^  pourvu  que  les  deux  quantités  y^/^ ,  ft^q  no 
soient  pas  infinies. 
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Il  est  d'aiHears  facile  de  voir  qu^on  peut  prendre  fovxjt^p 
et  Jf^q  une  râleur  quelconque  plus  petite  que  la  plas  petite  y 
et  plus  grande  que  la  plus  grande  des  valeurs  de  Jf*(^'i^i)f 
ce  qui  peut  servir,  dans  nombre  de  cas^  à  faciliter  beaucoup 
la  détermination  des  limites,  comme  on  le  verra  bientôt  sur 
des  exemples»  ^ 

Lorsqu'on  fait  a;  =  o ,  la  fonction  J  {x  -]■'  i)  devient  J'i ,  et 
peut  représenter  une  fb^c^n  quettonquiç  d'une  variable  i  ; 
mais  comme  les  valeurs  de  jx^f'x ,  f^x^  etc.,  lorsque  jrsro^ 
doivent  coïncider  avec  celles  àe  Ji ,f'i,JH^  etc.,  lorsque 
jf  rri:  o ,   il   s*ensuit  que  si  on  dénoté  simpletnent  par  y,  /"', 

y,  etc.,   les  valeurs  àt  fi^  f'hi^^t  ^^c*;  P^w*"   *  =  o,  oa 
aura  ,  en  général , 


/.-:/4-(/'+-/^+-^ 


f»  +  etc. , 


et  si  on  veut  s'arrêter  au  terme  dont  le  rang  est  marqué  par 


*f* 


^,  comme  le  terme  suivant  serait ^f*,  il  n'y  amra 

I  •*X  *  D'à  •   m  EL  «■ 

qn^  sttbstituer  pour /m*  la  pins  grande  et  la  phu  petite  valeur 
à/Q  fi^i  ^  pu  des  valeurs  plus  grandes  et  plus  petites  que  celles-» 
ci,  et  Ton  aura  les  limites  du  reste  du  développement. 

Puisque  ces  Umitels  répondent  à  la  plus  grande  et  à  la  plus 
petite  valeur  dé  f^i^)i,  il  est  clair  qae  la  valeur  exacte  du  reste 
du  dévelc^pement  de  k  ityiictîon /*/,  répondrsi  à  une  valeur' îa^ 
termédiaire  de  f^(*)  i ,  qui  pourra  être  représentée  par  fh  j  , 
en  prenant  pour  /  ume  quantité  entr^  séro  et  i.  Il  swtt  dre  1» 
qu'on  pourra  toujours  représenter  d'une  manière  finie  le  déVc« 
loppement  d'une  fonction  quelconque^î  ,  en  j  introduisent 
quantité  inconnue  moindre  que  L  Ainsi  on  a  ce  théorème 
lytique  remarquable  par  sa  simplicité  : 


+  ^^^ /^'•)/,.-..W 

wifjf^P •  toot  let  valeurs  de/i|  en  jr  fiûsant 

On  a  par  là ,  dît  M.  Lagtange^  une  démonstration  rigonrease 
de  cette  proposition  qu'on  '  sVtait  contenté  de  supposer  jus-» 
qu'ici  y  savoir  que,  dans  le  développement  d'ube  fonction  ^  on 
peut  donner  à  la  variable  suivant  laquelle  est  ordonné  le  dé* 
veloppement ,  une  valeur  assez  petite  pour  qu^un  ferme  quel- 
conque de  la  série ,  soit  plus  grand  que  la  somme  de  tous  ceux 
qui  le  suivent }  car  il  est  clair  qu'il  suffit  pour  cela  de  prendre  i 
atsex  petit  pour  que  Ton  ait 

^""'^    r>^)> — -^ — -/wy. 


i-9*3»*  (f*— i)  i«a.3 fê 


condition  qui  se  réduit  à  celle-ci  ,/^"~'^  >  — —    f^^)  y  ,  à  la^ 

quelle  il  est  visible  qu'on  peut  toujours  satis&ire ,  en  diminuant 
la  valeur  de  i  ,  pourvu  qu^on  n*ait  pasyc^—»)  =o. 

On  peut  démontrer  de  la  même  manière  que  si  Ton  a 
deux  fonctions  différentes  fi  et  Fi  qui  soient  telles  que  les  ^ 
premiers  termes  du  développement  défi,  soient  respective- 
ment éganx  aux  ^premiers  termes  du  développement  deJFï^ 
on  peut  f  en  diminuant  la  quantité  £>,  rapprocher  les  valeurs 
de  ces  deux  fonctions,  à  tel  point  que  la  valeur  d'aucune 
antre  fonction ,  telle  que  ^i,  ne  puisse  jamais  topber  entre 
ces  valeurs ,  si  les  ^  premiers  ternies  du  développemei^t  de  pi, 
oe  coïncident  pas  aiissi  av^  ceux  du  développement  de  fiel  Fi  y 
.car,  la.  différence 


» 

\ 


I    l 


1  ' 
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où  la  quantité  y*,  plus  petite  (pje  t.,  pourra  ptre  dîfférenle 
dans' les  deux  JoiiçUons  :   au  lieu  que  la  différence 

-  *  fc    ■                                                 '  #* 
9 1  — /£'=-^Ai_ (  ^x  ^/a)  +  elc*.  +  ^-^- {(pj—ff) 

1.2.5...X  «^     /    •  1.2.3.. ./U 

A  étant '<  ^  :  et  l'on  voit  qu'en  diminuant  la  valeur  de  i, 
le  rapport  de.  ççlte  différence  à  la.  pr^nriièr»,  devicixdra  tou- 
jours    plus  grand,,  à  moins «qu'qn    n'ait  aussi   9*  =/>. 

C'est  sûr  ces  principes  qu'est  fondée  l'application  rigou- 
reuse du  calcyl  différenliel  à  la  géométrie ,  comme  on  le 
verra  dans  la  seconde  partie  de  ce  traité. 


'-  ti 


Supposons  ,  pour'  donner  quelques  exemples  ,  yx  =  x^,ct 
conséqiiemmenty(a:  +  i)  =  (j:  + 1;'"  :  donc 

'  f"x^=:zm{v\ — 1)  (iw — ^)ar"*— ^ ,  etc.,.  . 
et  en  général  |     . 

*0  étant  =:m(m  —  1)  (m — 2) . . . (m—  (u  —  1  ))  :  on  aura  doric 
/k^  [  x+0  =  Q(^+  /;  "'^^  >  et  l'on  voit  que/v'*)(x  +  1  )  ne  peut 
jarrais  devenir  infinie  tant  que  x-f-  «  'n'est  pas  xéro ,  et  que  /« 
i^'esl  pa&^m.  On  voit  aussi  que  la'  plus  petite  et  la  plus  grande 
valeur  fie  Q  (x -f- i)  "*":  ,  répondent  l'une  à  1  =  0  ,  cl  l'autre  à 
f,  de  soHcquc  les  valeurs  p  et  q  seront  x  et  x+*  ,  ou.r-f-t 
ïit  X,  Donc  ,  en  général',  le*  développement  de  {x-f- 1)"*  sera 
compris  entre  cei  deux  limites  ,  déduites  de^  développe— 
mexîs{jiy\  ^  "    •  •..-.' 

/      .•             m(m—î)    .                               0> 
x'^^-  mix""-'  +  -4-^» ^  t»x^-^+ . . .  -I :^ x^^ 

1.2  2.3...^ 

xr+  wix'"-''^ i*x"'-'+ . . .  -f — ^ —      ^  '^ 

1*2  2  .  3.  .  ./4 
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Soit,  en  second  lieu^  '  ':    ' 

on  sait  (pag.  35  y  4?  )  «I^e  ,      '        . 

fx-=i:zla^a'' )  J"x  =  {Iqy.a' ,  .f'xi=:[î4)^ .^' ,  etc. 
Donc  y  en  général  j 

/(M)  (jp^-/y  :=(&}<•  «'+»•/ 

• 

et  Ton   voit  que  la   plus  petite  et  la  plu»  grande  valear  do 
y'^)  {X'\-i)^  répondent  encore  à  i=o  et  à  L  Ainsi  on  aura  ,  en 
£usant  x  :=o ,  ces  développetnens  déduits  de  {B)^ 

1*2  1.2.3  1.2.^...^ 

pour  les  limites  de  la  valeur  de  a*  y  où  Ton  pourra  prendre  dans 
le  dernier  terme  ,  au  lieu  de  a*  y  une  quantité  quelconque  plus 
grande. 

Soit,  en  troisième  lieu  y 
/indiquant  le  logarithme  népérien.  On  a  (pag«  S/,  4^), 

/*=-l-,y»x=-^, /"«=-!.,  etc. 

Donc 

/ W  {x-\- 1)  =  it ^7 , 


*     •   *• 


1«  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  de  ^  impair  ;  et  rinforîeur 
pour  celui  de  fê  pair.   Il  est  clair  que  pourvu  que  :r-]^  f  ne  soit 
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pas  zéro  j  la  qaûntitéyM  (x  -f-  i)  ne  sert  jamais  infinie  ^  et  que 
sa  plus  grande  et  sa  plos.  petite  valeur  répondront  encore  à 
1=:^  o  et  à  L  On  aura  par  les  formules  {A)  ces  deux  limites  de 

^*+-T""*  T;n:+  ^;5  — etc*...±:  -^- 

iX-f-  —  —    j* -U    «r— r  — etc.».  .±  ♦ 

OÙ  l'on  pourra  mettre  à  la  place  de  i  une  valeur  quelconque  plus 
grande  dans  le  dénominateur  (x  -f-'  i)'^» 
Soit ,  en  quatrième  lieu  ,         ' 

/(^  +  ^^)  =  sin  (x+t), 

on  aura  (  pag.  i^i  ,Si) 

/'x=cos  X ,  ffocni  ---sin  x ,  /''x='— cos x ,  jp^x==sinx ,  etc. 

Donc ,  en  général , 

/C*)  ^x+/)=:±5in(x-f-0ou=±côs  (x  +  i), 

suivant  que  ^  sera  de  Tune  de  ces  formes  é^jJ^'\-  2,4''-t-i, 
4n  -4-  5  ;  n  ëtaat  un  nombre  entier  quelconque  ;  ce  qu'on  peut 
renfermer  dans  cette  expression  généiiàle 

/('*)(x  +  i)  =  sin(x+i  +  ^Z>), 

D  étant  Taugle  droite  ainsi  qu'on  peut  le  vérifier  sur  les  quatre 

formules 

/(x  +  0  =COS  {x+i),fl{x+^,  ^^HU{x+i)  , 

f't  (x^i)=—cos{x+i)  J''''  (x+i)  =sin(x  +  0- 

Or  ,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  x  et  i ,  il  est  visible  que  la 
plus  grande  et  la  plus  petiW  valeur  de  y  W  (x+i),  seront  +  * 
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et  —  !•  Ainsi  on  aura  pour  le  développement  de  sin  (x-|«i)^  ces 


limites  ^ 


i*     .  £5  :  i^ 


sin  X  -^  »  cos  X *  sin  x —     ■  ■  _  cosa?+...d:  o 

Si  on  fait  «=0|  ces  limites  deviendront  pour  sin  i 

i 1 L-:-...:".i±:  — -5—  ; 

et  pour  xzsD  ,  on  anra  pour  les  limitas  de  cos  i  ; 


»*i 


^  --  ^'î'  "',      '   t  ■  '^  -^ 


,1.2^1.2.3.4  \  i.2.5.,.>- 


en    observant  qa'on    doit  prendre    ppur   ^    le  nombre   im- 
médiatement plus  grand  d^àne  nâité  cpe  Vexffis»nî  âf  i'  dans' 
le  terme  auquel  on  voudra  s'ancélen  .En  aorte  qije.si     Ton 
veut  ne  prendre  de  la  sérié  de'^'sin  «i^-  que  jusqu^au  terme 


t  •  • 


;5 


inclusivement,   le  reste  sera  compris  entre 


1 .2. «.S 

± ;:. 

1.2 0  X 

Nous  avons  donné  (pag«:S4  et  85)  îa  série  dii  dévelop'pement 
<^e  ^  Cr+^  j>.«9  suppo8,antj^=;:tapg.x  et  .^^j^cf;c,,   pf^  nou» 

avons  trouvé  en  général/(0^  :;;: ±1 2. 3,. . .  (^-r-i.),çps,^.,a?.xsia 

^^     «  *  ' 

ou  cos  /<j;.  Donc  on  aura  aussi  ,  en  faisant 
j- +  Ac=  tang  (*  +  r)-=  làng  j^  , 


y^'**Ur+A)==dta.5i. ^-=r-r)cosf  zx  si|i<mcos^.^. 

Or  y  quçls.que  soientjl.et  A^  il'  est  visible  que^  U'  plus  petite  et 
la  plus  grande,  valejur  de  cos^ii  Xi  sin  oiJ cos ^ysevont^-^i  et 
+  12  d'où  on  peut  d*abord  conclure  que  la  série  est  Vraie  pour 
des  valeur^  ^éîconques  de  :c'  et  t ,  et  que  si  Ton  veut  s'arrêter  au 
terme  fA^*  ,  le  reste  de  la  séné  sara  nécessairement  renfermé  entre 
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les  limites  ±— .    Ainsi ^  en  faisant  x  =  o,  on  aura  ces  limites  de 
arc  (tang:=iA), 

h  —  TT  + 


5         5  /«*+  1  ' 

oïl  ft  est  le  rang  du  terme  auquel  on  veut  s'arrêter. 

On   peut  encore  résoudre  la  question  dcsj[îmites  j)s^r  Pana— 

...    .  ^~      ■"" 
lyse  suivante.»»    ..      ■  •  v..  .. 

Si  a  est  une  constante,  si  les  fonctionç/'(fl — x\J?'(a — çc), 

df(a  —  x)      d'/(«  — ar) 
/'"(a— «),^c.,  désignent  -1-L__ ',    -^Q^^ •' ,  •-- 

fZIl^,-itc'.,el  fJL-dx/"(a  —  x)  indique  fin- 

^  '  3r         "  •  '  ■       * 

tégrale,  de,  -,.  s,>>j1j?  /^  (^7!?^  )a^«'est-à-dire:>  la  fonction  qui 

]  •  H  •  <3 

a  pour  différentielle  ^^^^ — ^  dx  /f^  (a  —  a?  ),,  jç  dis  qu'x>n  a  % 
par   exempje^  Tidcntité  _,.    

/a=/(a  — x)  +  xy^(a-x)  +  -fl/Ma— ■y)> 

+  -7A-r/'"(^.— ^)-+  /rîf — rdx/'^  (a— xV.  •..(!); 
En  ëffel ,  ich^fli'renBant^Vfë  jwrt  et  'd*âulre  par  Rapport  à  x  , 


(.■,,'*    *1m    ■•  /    I    ■     » 


et  ne  tetenaiH  que  lés  coefthrefls  àifférenlitls',  on  trouve 

1.2  1.2.^ 

en   oJ^sefV^ftA  q.ro,xbaCiia;jdte'  ternies:  de^Ja  utSte  ,''à'4'c!:tcep- 
tion  -du).lôiî«»Qy^,   est  uni^r^cfcuît^,  'et  qu'é-.^  vT .^i-;  :*.  .H  . . .  J . . 

-^ — '— =  —  A"*-^'}  (a  —  x).  ,0u  a  donc  gcnçrakment 

ridentité  :.  .   ..  <  .     ^u^a,»-^    ;.   .  î..'  i  ^    ^   •^'' 


1 


DK  Calcul  DiFFÉnsifTiEL.  x6f 

fa=f{a—x)  +  xf'{a-x)^ f-— _/(")  (a—x) 

'    \J  i.2....m  '  ' 

conclusion   qu'on  déduirait   directement    de    l^intégration    par 
parties  cle  uàv ,  u  tX  v  étant  deux  fonctions   (Je  a:  (^^. 


(*)  Pour  dënfk>n(rer  cette  forhiule ,  dont  nous  n'^avons  £^it^  que  constater 
Texactiuide  y  «oient  u  tx  v  deux  fonctions  de  x  ^  et  l'exj)!  êssLon  différen- 
tielle uà*» 'y  si  Ton  désigne  j)ar  ce  signe  J',  rois  en  avant  de  ud^  çf  de 
•'du,  les  fonctions  primitives  ou  les  intégrales  des  difTërentielles  uàv»  et 
»^u,  on  aura  .  .         .-      .*     •  - 

fudokf  t=:  C  -4-  «^'  —  y^*^  .    .    .    *  (-r^        ' 

C  ëtam  la  constante  arbitraire  qui  complette  Tint^^rale.  En  effet ,  si  l^on 
difft'rentie  .de  part  et  d'autre  ,  en  observant  que  Ja  .difléceacieJtf  d'aune 
int^rale  iudiquée,eit  la  quantité  sous  le  signe  J ^  et  que  la  différt miellé 

m 

d'une  constante  est  nulle ,  on  anra  ' 


•I 


uAv  =  udtf  ■¥  l'di*  —  vJu  : 


I' 


et  conséquemmcnt  ,  après  la  réduction  ,  ud^»  =:  uàv.  Si  Ton  vent  pareille- 
ment dév^o6)ipr  Tinr^rale  iildiqué» /'4'du.>  e''est-^**>dirc -y- la  [décomposer 
en  deux  termes,  on   aura,   en  posant  Ai  =  w'dx ,  y  pdx*  =:  V . 


/  ■* 


donc 


J  vAu    on   fu.udx  =  u'w-^f'tfàtf;  . 

.-./ >/.'tt  =  —  M^  V -4-/ Vdu  , 

et  conscqucmment 

,    .  ...»  ■■ 

fudtf  =  C  +  wt*  —  u  V  -f-y  Vdu'. 

;.    .     •       '     ^        .   ,     -      ^->  ./* 

Qu'on  pose  du  =  u'dx  ,  fydx  =  '«' ,   et  on  aura 

/  Vdu'     ou    fu' .  Vdx  ==  H  .  V  —  /  V^tt". 


Ainsi 


/ 
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Mainlenanl  dans  rintëgrtie   / <!«/••( a  — «)f  on 

J   I «2.5 

remplacera  le  facteuf  variable  /  '^  (  a  —  x  )  par  le  factear 
constant  M ,  qu'on  supposera  plus  grand  que  la  plus  grande 
de  toutes  les  valeurs  que  peut  prendre /'M  ^"~'^)  9  ^^  ^^T 
sant  varier  m  depuis  zéro  jusqu'à  sa  valeur  actuelle  x  %  ainsi 

M ?r  da?  qui  est  M -— ,  surpassera   la   valeur  de 

rintégrale.  Pareillement ,  «i  l'on  écrit  au  lieu  de  /"■*  (a— «)  la 
constante  tf  prise  égale  à  la  plus  petite  des  valeurs  que  reçoit 

k  , 

i 

£n  fiÛMm  encore  du"  =  Wk'àx  »  fvàx  s  '^l' ^  on  aura 

^  fv.àJ'  =3  —  11'"  'V  ^  r^  ait'. 
Ponc 

en  obterrant  quHI  ne  &iit  ajouter  que  la  seule  ooottante  C,  parce  qn'en 
total,  loutef  ces  intégratioiui  par  parties  ne  serrent  «ju^à  développer  /udv* 

Faiiooi,  dans  la  formule  (1)1  df^=dr,  B=sf'(a~jr)y  cette  formula 
deTiendra 

/VCa  — ar)d*=:C4-a^'(tf-i»)+Yr^''(a-»)djr, 

rn  obeerrant  qtM  du  =  — dr^'*(a — jr).  Mais  fp\a^x)  dx  =:  -*f  (a  —  x)^ 
donc  ridcotité  préçédeate  denent 

—  ^(tf  —  »)  =  C  T>-  Jf»  (a  —  X)  4-  /xf"(a—  x)  dx. 

Si  riiitéf|;rale '/xf''(a  —  x)  dr  doit  s'éTanouir  pour  x  =  o  ^  on  aura 
r—  #a  ^=  C>  et  cootéquemment 

—  #  (a  —  x)  =  —  ^a -4- X9r(a  —  X  )  4- /'jrf''(a  «— x)  dx) 
d'o&  Pou  tire 

fa=:#(a  — x)  4-  x^'(«  — x)  4-/'x^*(a  — tr)  dx. 
Si  Ton  exécute  «n  partie /x^^( 4 -**y)  dr  on  /^''(^^jcyxAr^  on  ann» 


/ 
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/»'  (tf  —  x)  ,  depuis  ,a?  =  o  jusqu'à  xc^x  ^  on  trouvera  pour 

Tintégrale^iV —— —  ,    quantité  moindre  que  la  plus  petite 
▼tleor  d«  Pint^rale.    .. 

Ainsi  le  terme    /—-^  da;/«^(ô  — jt)  est  égal  au  pro- 

doit  de  — -  par  une  quantité  comprise  entre  M  et  /V, 


MM^ 


^  I .a  «^   i.a 

et  ptreillnneiit     ^    ^    ,  -  * 

Dos*  enfin  ,  on  a  ce  dérdofipeiiieiit  Tërifié  dans  le  t^xte , 

#asB^(a  —  x)4- *#'(«  —  *)+ -^^"(a —ar) 

i.a 

i.a.3      ^  /    i.a.3  ' 

GomBe  rien  a'empédie  de  reculer  le  terme  inté^  aniii  loin  que  Ton 
voudra,  on  pourra  écrire 

i.a 

/        -t-  ■  ^^(a  — g)-4-  etc. 

i.a.3 

S ,  daxiv  cette  îdcntité ,  cm  écrit  d^abord  a  +  j-  pour  « ,  et  qu'on  change 
%Maite  «  en  X  et  X* en  I,  on  retombera  fur  le  développement  de  Tayior^ 
t^  fed  diMigemeBl  de  à  tu  ar  dans  Tidendté  précédente  conduit  i 

X* 

f  X  s  ^o  -I-  xfTo  +  f^o  +  etc. , 

qv  eM  le  théorème  de  Maeiauriiu 
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c*esl-à-dire  ,  par  y»^(û— a;)  pour  une  râleur  de  x  prise 
entre  zéro  et  la  dernière  valeur  ,  ou  la  valeur  actuelle  de  x* 
.  On  peut  représenter  celle  valeur  inleriuédiwre  de  f^^  [a — x) 
par  y*^  (a  —  [x — y),  y  représentant  une  quaiititc  etitl^e 
zéro  et  x  :   ainsi  on  aura 


«» 


Ja  =f{a-.x)  +  xf>{a  _*)  +  ._  /"//(  a—x) 

1.2.5  1.2.0.4     .  .  

que  Ton  change  maintenant  «a  en   a  -f-  ^  ;   ^^  ridentité  pré- 
cédente deviendra  -         ..     . 

/{a  +  X)  =fa  +  xf'a+  ^  fa  +  -^r  y^"'# 

si  l'on  écrit  x  au  lîeû  de  a,   et  i  auiieu  de  x,  on  retrouvera 
enfin 


t  —  « 


j'  ...        i' 


/  (  *  +  O  =/^  +  t/'a:  +  — -/*^  + -f"x 

:    .      .      .  i.î^ .       _  4J  .2.3 


i-r     ' 


'-        '       l-v^^*  O  *^    '*«• 


•■X 

*    «  «        i         t  A       «^    «.Ai  k  4 


"■< 


ou  y    est  une  valeur  intermédiaire   entre  zéro   et  Taccroisse- 
ment  /  de  ar.        -*  *  ^  ,  '   '.      j.       .,     .     .; 

Cette  analj'sc  que  nous  étendrons  bientôt  aux  dcvcloppe- 
niens  des  fonctions  c)c  plusieurs  variables,  eiîige  que/*'  {a — x) 
ne  devienne  pas  infinie  par  Ipulcs  Içs  variations  de  or  depuis 
zéro  jusqu'à  x  ,  ou  <jue  dans  le  développement  dç^^x -^-; /^^ 
la  fonction  /'(oc  +  0  ,ne  devieauç  pa^ii^içic  depuis^;pjiyL^qu;à 


•     »  »  ■       » 
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CHAPITRE    XII. 

Application  du  Calcul  différentiel  aux  développe- 
viens  en  séries  de  quelques  fonctions  d'une  seule 
variable.  ,    .  *  .. 

Dans  le  chap.  Vil  y  noua  avons  donné  le  développement  de 
l'arc  suivant  les  puissances  de  la  tangente.  On  pourrait  aussi 
développer  rare, suivant  les  puissance» ^dt  son  sinus  ,  de^  son 
cosinus  j  et  enfin  suivant  celles  de  Tune  quelconque  de  ses  lignes 
trigonomét  riques. 

L^  solution  de  ces  questions  exige  qu'on  forme  les  coefA-» 

ày        d*y* 
ciens  différentiels  *  -f—  y      .       ,   etc. ,  r  étant  l'arc,  et  x  la  lie  ne 

-    dr.      QX* 

r-  * 

trigononiétrique  ',  qu'on  y  fasse  x=o,  et  qu'on  change  i  en  x 
pour  connaître  {jrf*)  y{jr'^)j  «te*  Mai» ^i'égard  des  expressions' 

dont  il  s'agit  ici ,  la  loi  des  coefficiens  numériques  (;^°),  lY[!0^t^Cy 
obtenus  comme  nous  venons  de  le  dire  ,  est  très-irréguliêre  j  et 
conséqucmnient  on  np  peut  s'en  aider  dans  la  formation  succes- 
sive des  termes  de  la  série.  L'analyse  suivante  donne  le  terme 
général  du  développement  ^  et  conséquémment  la  lor  de  la 
série. 

Soit  donc  j^  s:  arc  (sfn-^^x)  :  on  sait  (  pagr43  )  que 

,^'*^   ""   V  i—9:x' 
Si  Pôn  développe  (i — a:a;}~â  par  la   formule  du  binôme,  ^Q 
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trouvera 

I  1        3  .  ï  -   .i  .  5 

•:r-  =  iH Jc*H —  «*H T —  ««+ 

r      5     5       DLf — 1 

•  3        3*2 

+  — ^ X*P 

Mais  on  a 

I  1*2  l«2«l> 

j.    (y"')     ^ 

I  «dcO*  •  •Tt 

£n  diffiérentiâDt  et  observant  que  (j^)  ,  (y'*)  ,  »tc:  ,   sont  des' 
constantes  I  il  vient 


■  ■■•••■  :  (r^ 

+  ■    '  ■'- ï r«" 

i.a.3...(n— i) 


t  * 


(     ' 


La  comparaison  des  •  termes  généraux    des  deux   développe* 
mens  de  --r —  ,   donne  ^  i*.  entre  les  eiposans  de  x ,  cette  ré- 


M 


lation  , 

2p  =  n  —  i,dou/i  =  2^^  1} 


<     .té 


a**,  entre  les  coefficiens 

*  •    ■  - 

1      3      5        2p  —  I 

i.2..*(/t — i)  1.2.3 p  a.4.6....2/7      ^ 

en  multipliant  chacun  des  facteurs  du  dénominateur  par  le  dé- 
nominateur du  facteur  qui  lui  correspond  dans  le  numérateur.. 
lyonc  on  a  pour  terme  général 


1 


/ 


nn  Calcuii  différentiel^  iyi 

(y*)         ^       ï-^-S (ap  — i)     ,«. 

*-  ■  jc"r=  ■  ^  aî*'*+% 

Pour  x  =  O)  on  a.^  =  (y*  )  =  o;  On  fera  ensuite. •  •••,.»" 
p=.  I ,  =2,  =3,  etc. ,  hypothèses  qui  donnent  n  =  3,  =5, =7,  etc., 
ce  qui  apprend  que  le  développement  ne  conserve  que  les 
termes  de  puissances  impaires  de  x,  au  nombre  desquels  doit 
se  trouver  le  terme  en  a?,  qu'on  ne  peut  tirer  du  terme  général, 
parce  qu'il  serait  donné  par /5c=o.  Pour  l'obtenir^  il  faudra 
avoir  recours  k  ^expression 

djr  1 


^        V^  —  xx 
<pà, ,  pour  Xi=^Oy  donne  (j^**  )  =  1.  On  trouve  ensuite 
(/''<»)  =ii,    (^^'^)=;3.5,    Cr^''^)  =  3.3.5.5.elc., 

et  conséquenunent  # 

,  .        -  .a:'        i.3.jc^  .  i.3.5««7   , 

2«o       a.4«5       2.4*^*7 

développement  connu. 

On  s'y  prendrait  exactement  de  la  même  manière  pour  ob- 
tenir les  développemens  suivant  l'arc,  de  arc  (cosr=:a?)., 
arc  (tang  =  x)y  etc. ,  applications  que  nous  laisserons  a  faire. 

La  formule  de  Maclaurin  ne  peut  plus  être  employée^  ainsi 
que  nons  l'avons  déjà  reconnu  y  lorsque  quelques  -  unes  des 
fonctions  (^^  )  y  {y^^  );  etc.,  deviennent  infinies,  parce  que  la 
fonction  ne  procède  plus  suivant  les  puissances  entières  et  posi- 
tives de  la  variable.  On  peut  alors  faire  ^=a:*z,  en  déterminant 
Texposant  k  sous  la  condition  que  x=?  o  ne  rende  infini  aucun 
des  coefficiens  (j^*) ,  (^^°),  «te. 

8i  I  par  exemple  *,  on  veut  développer  CQt  x  en  série ,  comme 
on  reconnidt  d'avance  que  ce  développement  ne  peut  procéder 


1 7^  Ltf  ON  t 

suivant  les  pmssaDces  entières  et  positires  de  »  ^  puisque  pour 

*s=o, j^  =  coto=oo,  on  feraj^=: — ssscotjr;   d'oii*..* 

X 

.XCOSJD 


sin  X 


,    ct(pag.4i) 


1—— -«*+ — «*  — etc. 

♦  1  I        , 

1—- rî-«»H «*— etc. 

6  lao 

Or,  en  prenant  les  fonctions  dérivëes  de  2,  on  trouvera  aisément 
pour  j:  =  o , 

(«•)=!,     (^'•)=o,     (*»•)  = 1-,  etc. 

d'où 

*•  X^ 


et      • 


ajc*  a:7 


y=--.=c»l*=ar-~3-~3---5-^-p-— ,  etc. 

Passons  à  l'équation 

'wy'— ^  =  '», 

et  proposons-nous  de  développer  jr  suivant  x  :  on  trouvera 
(chap.VI), 


Donc 


J'*'+3^--i7;;?'+i43^~**'--^'^- 


Si  on  vent  développer  suivant  les  puissances  de  ifii  Péquar- 
I   tion 
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on  prendra  les  coefïiciens^,  jf^« . ..  par  rapport  à  m  ^  en  trai- 
tant X  comme  une  constante,  puis  on  fera  mz=:o^  ce  ^ui 
changera  y  y  y^^ . . .  en  {y*^)p  (y"")  ,  etc.  ;  et  dans  la  série  de 
Maclaurin  y  on  remplace^  x  par  ni:  £n  opérant  ainsi  y  on 
trouve 


Ce  déyeloppcracnt  donne  ^  =  oq  -pour  jr=:o.  En  général , 
lorsque  pour  x-=o  y  Téquation  se  réduit  à  j^  ^  o  ,.  on  conçoit 
que  la  valeur  dej"  peut  devenir  infinie.  Si  donc  nn  veut  déve«- 
lopper^-  suivant  a?,  il  faut  recourir  à  l'hypothèse j^  =  x^r  ,  et 
alors  la  proposée  devient 

mz^  x'*  —  zx^'^'^ — ma;'= o ,  ou  ini^x^^'^  —  xx*  =  m , 

en  divisant  par  x^  pour  réduire  le  dernier  terme  à  un  nombre. 
L'hypothèse  A  =  i  réduit  la  précédente  à 

mz^  — xz.— m. 
Il  suffira  donc  de  changer  dans  {i)  y  en  r ,  et  de  remplacer  t 
par—  y  ce  qui  donnera  pour  l'une  des  racines  . 

JC*  x^  x^ 

L'hypothèse  A=o  donne  * 

fiiz^  ar~3  —  r  =  m. 

Soil  x""^  =  Il  r  ojk   développera  r  en  1/ ,  au  moyen  de  l'équa* 
tion 
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on  restituera  ensuite  xr^  poor  u,  et  pour  0  sa  valeur  jr^  et  on 
retombera  sur  l|i  série  (a). 

On  pourra  encore  diviser  par  «^^  la  première  transformée  en 
zx ,  Ce  qui  donnera 

mz^,  —  jr«5-»*  —  m«H»«-*)  =5  o; 

3 

puis  on  fera  A:  = ^  ce    qui  changera  cette  équation  dans 

celle-ci 

mz^  —  mx  ~  »  =  jt. 

Posant  xr%  s=  u  ^  on  aura 

Tiijs' — -  r -— mu  e=  o. 

Développant  jt  en  n ,  puis  remettant  pour  u  sa  valeur  jr*lf 
et  faisant  j^  s=  zx^  ,  on  aura 

mi       ^        * 

I)  faut  observer  que  la  série  (a)  n'est  que  le  développement 
de  jr  f  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  m  ;  qu'ainsi 
1^  trois  valeurs  de  x  sont  données  par  les  séries  (3)  H  (4). 
On  pourrait  encore  faire  k  égal  à  tout  autre  nombre  ,  et  même 
dégager  dans  la  dernière  transformée  le  dernier  terme  en  x  ^ 
et  déterminer  ensuite  k  convenablement;  mais  on  n'obtiendrait 
pas  de  nouvelles  séries* 

L'équation 

j^—  5axy+a^  =0, 

après  j  avoir  fait/- =:x^«^  et  Ar  =  a,  es  — —  ^  =1,  donne  les 
séries  suivantes  : 


/ 
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,   ^  y- j:*  s?  Y^ax  X 

'^  6a  72tf'  2.3^û* 

,   3  _ 


3,  X  3x* 

* 

dont  la  dernière  est  le  déreloppement  de^,  suivant  les  puis* 
sanceç  entières  et  positives  de  x  |  et  les  trois  premières  sont  les 
tr<}is  racines  de  la  proposée. 

On  trouvera  plus  de  détails  sur  cette  matière  dans  la  nouvelk 
édition  de  la  deuxième  section  de  m6n  Algèbre. 

On  propose  de  développer 

suivant  les  puissances  de  x ,  la  variable  /  étant  liée  à  x  par  la 
relation 

jr  =  fl4.x(p/....(2), 

et  les  fonctions  yy ,  çjr  étant  données. 

Si  entre  les  deux  équations  (i)et(a)9  on  éliminait  jr ^  u  ne 
contiendrait  plus  que  x  ^  et  on  pourrait  faire  usage  de  la  for- 
mule de  Maclaurin.  Mais  le  calcul  différentiel  sert  à  former 
les  coefhciens  différentiels  u'^u^...*  sans  recourir  à  Télimi- 
nation. 

On  déduit  de  la  seconde  équation 

dx-^«^  +  *djr'    dj^    '      dx^-^'dx'    éy 

^        dx»     àj    ^     Vdx/      d/*    ^ 
•t  de  la  piremière  | 
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dx        dx    dy  ^     da:*        da:' *    dy  \àx  J     dy* 

Si  Ton  fait  x^=Oj  la  fonction  y;  et  les  coeffîciens  difïîérentieli 

Ax      ^^y  1     .  d^P^ï  d(<pa)* 

-1 — j   -; — deviennent  a,  ^a.  a® a — ^ —  =  ■       .  l 

dx     dx^  '  ^    ^      ^       dfl  da 

d'((pa)^  dic 

■       .  ^       ^  etc.  5  de  sorte  que ,  par  ces  substitutions ,  u ,  -r—  y 

^u  ■         dja       d^cpa,»   d.fa    ,   ,      .    d^Ai 

-p-;...deviennent/tf,  <pa — fi—  ,  — ,— h(f^)Tv 

do;*  .      •/     7  T        da  da        da  da* 

r-  ^  etc. 


da 
Telles  sont  les  valeurs  de  («•),  (u'**),  («//•)..  ..Ainsi 

r    .  d/a     .      «*  i  «a    3 

w  =  /a-f-«(pa.-Y h . 

da  1.2  da 

à.fa 


x^ 


..{(,«).x2^} 


-4 = T H  etc. 

^1.2.3  da*  ^ 

développement  qu'on  peut  représenter  très  -  commodément , 
comme  il  suit; 

u^rzja-^-  Xf^ùf'a  H ((«Pû)*/'^)' 

i.a 

i.2.:> 

en  notant  par  un ^  deux,  trois,  etc.,  accens,  les  dérivées  pre« 
mière  9  seconde,  troisième,  etc.,  c'est-à-dire,  les  coefiiciens 
différentiels  successifs  pris  par  rapport  à  a. 

Appliquons  ce  qui  vient  d'être  dit  à  la  recherche  du  dévelop-^ 


DS  Calcul. 9iv«Kii£ifTiBi>,  i^^ 

on  a  donc 

«t  consé^emmtnl 

{<^yfa=  »!«'«+»«-«  I  {<^a)\fa  =  iwa-^»-» ,  etc. 

Donc 

.M       Ml          "-.-*^      k         "*  -^  î*^  •*■—  î 
7**=a*-|-m«a'»+"-«4-'»» • ar*a"»+v»-»+  etc. 

Si  l'on  voulait  le  dévek^ppement  de^  pour  le  cas  ôà  Tëqua* 
tion  (2)  serait 

«  +  ^  +  oy"  =  o, 
on  en  déduirait  d'abord 


puis  on  représenterait ^  par  «^  t%*^^  par  at. 

Si  PoB  supfMQse  â;=i    cUds  la  r^lotio*  (»)>f  on  îrovre  ca 
développement  dej^'  pour  j^=a  +  (^ 

^  =fa  +  ^/a  +  -1.  {{(far fa)'  +  -'"  (  {<ifaffa)tl+  etc. 

développement  donné  par  ,M,  Lagrange  (  Résolution  des  équom 
iions  numériques,  notes  y  ir  ,  at  ,  étales  Fonctions  amtfy" 
tiques  ,  97).  Voy»  le  chapitre  quatorze. 

Enfin  y  it  ptcnir  x=  i  ,  ia  ftmtiionyj^  à  développer  est  y^  on 
^fo:=^a^J^a=z  I  y/^a=o ,  etc.  ,  et consëquemment 
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Appliquons  cette  dernière  formule  au  retour  des  suites  ^  ques- 
tion déjà  traitée  (  pag.  87  }  |  et  supposons 

^  +  fy+rX^+^0^  +  etc.s=o, 
d'où 

:r=— -j-  — Y  (y+^+«^-)-    • 

La  comparaison  de  cette  dernière  relation  avec 
donné 

Si  l'on  conserre  a  an  lien  de  -—  —,  on  trourera,  d'après  la 
formule  précédente; 

jr=a  —  ^(y  +  ta+tic.)+  ±^g^y+/»+ctc.)*y+etc. 

+  — (^— ^(y+/flH-etc.)3^    ^etc. 

Maintenant  si  Ton  effectue  les  opérations  indiquées  par  les 
accens ,  la  série  deviendra 

jr—a— £.<y^^£i+ia«+elc,)+-^  {^  (y+Ai^-etc.)* 


+  ^  (y+^a+etcO(^+ai«+  etc.)) 


ZoaS 


1  r       3oa4  > 

+-g-{  —  -^  (y  +  /a+etc.)'+ctc.J+etc. 

V«»        /a*        i«(* 


=^*      ^         C  C 


» , 


+  etc. 


1 
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Pour  en  revenir  au  résultat  déjà  trouvé  par  une  autre  mé- 
thode (  pag.  87  )  I  on  fera  dans  cette  dernière  suite)        ^ 

'^X^a:=smj  C=— a«  y=£pj^(ir==^C,  i=ï«,  etc. 


Nous  terminerons  ce  chapitre  par  la  solution  d'un  cas  parti- 
calier  de  L'élimination ,  qui  peut  se  présenter  asseï  souvent* 
Considérons  les  .deux  équations 


I        ,.»      ■•     f  t         K 


o  =  «t  +  Cv  -f-  y*** 

La  première  du  degré  m  ^  ek  jiy  B  y  C,  etc.  sont  des  po- 
lynômes tnjTf  des  degrés  m^m —  i  ,  m  —  a,  etc. ,  et  « ,  C  des 
polynômes  en  jr  des  second  et  premier  degrés  ,  et  y  un  nombre. 

Soit  —  —  =  «,—  —  =z=&:on  pourra ,  aux  deux  proposées  , 
y  -y  .  . 

substituer  celles-ci  :  ' 

o  =A  +  Bx+  Cx*  +  Dx^  +  Ex^  +  Fa^  +  Ga^+  etc. 
«*=  a  +  hx.  ^ 

O^  tire  de  la  seconde , 

en  mettant  pour  x"*^  sa  valeur*  On  déduit  de  celle-ci 

x^  «=  abx  +  {b^  +  fl)  x'  ss  {ab^  +  a*)  +  (6^  +  'iab)x 

«6  =  (oM + 5a»6»  +  a»)+  (^  +  kab^  +  3fl'6)  x. 
et,  en  général  y 

'  1  1.2 

(^-5)(n-.6)(n.^7)  ^^^^ 
1   .  a  .  5 
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'  \  I  i.a 

+^i ^-i ^ ^  û^^»^7  +  etc.  }x. 

Cet  y^<urs  de  «%  ^...  su]^slit^ées  dans  la  {manière  ëquatiaB > 
la  réduisent  à  la  forme 

Si  entre  cette  équation  et 

on  âimine  Xy  on  aura  cette  ëc|uatioQ  finale^ 

M*=aN^  —  bM]St. 

On  trouve  par  les  substitutions,  et  en  ordomiant  iftf  et  iV 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  £i  ; 

+  (£;  4-  !kFb  +  ci)*  +  etc.  )  à" 

+  (  G+etc.)V 
;  +  etc. 

N^zB+Cb-^^Db^+^Ei^^  Fb^  +  Gb^  -f  etc. 

+  (£>  +a£:A+3F^»+4G^5+  etc.)a 

+  fF+5Gô+etc.>^ 

eic.^ 
Or  y  si  l'on  pose 

B'  =B+Cb^Db^+  £P  +  FM  +  Go*  +  etc. 

C  = G  +  Z>i  -f- ^A*  +  F63  +  GM  +  ete. 

ZKsî:., D  +Eb  +  Fi*  +  G^^ -het<ç,. 

£'=. È   +  Fb  •+  G*»  +  etc- 

F'=B3 .....,....,,,Jf'  ^-G^  -f-etc. 

G'55; •••... +  G    +etc.. 
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* 

et  qu'on  diffërentie  par  rapport  à  & ,  «n  regardant  B ,  C  ^ 
D  ^  £j  etc.  comme  des  constantes  ^  on  aura 

— -  =  D  +  iiEb  +  3Fft*  +4Gft5  +  ctc- 

-TF-  — ^  +âP6  +iGb*  +  tXt. 

^— = 4(F+5G*  +etc.) 

-3jr=-- •••••••  +  ^(0+ttc.) 

elc- 
et  conséqnemment 

ce  qni  fournit  une  règle  d'nne  application  commode  pour  le  cal- 
cul des  quantités  M  tiN^ 
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CHAPITRE    XIII. 

Du  dés^eloppement  des  fonctions  de  deux  variables 
indépendantes;  des  différentielles  de  ces  fonc- 
tions ;  des  coefjficiens  différentiels;  notations  de 
ces  coeffciens  ,  et  conditions  auxquelles  ils 
doivent  satisfaire ^  déyelqpper^ens  des  fonctions 
d'un  nombre  quelconque  de  variables;  théorème 
des  fonctions  homogènes. 

Nous  n'avpns  jusqu'ici  parle  que  des  fonctions  d'une  seule 
Tariable^  nous  allons  considérer  des  fonctions  de  deux  variables, 
telles  i\\ieJ{Xpy)^  que  nous  regarderons  comme  indépendantes 
l'une  de  Tiiutrej^  ou  dont  l'oine  ne  sera  pas  fonction  de  l'autrep 
Dàiîs  ce  sens  y 

fiera  l'équation  d'une  surface  dont  x ,  y  t\  u  seront  les  trois 
coordonnées  rec^ngulaires  y  u  étant  la  coordonnée  qui  se  ter- 
mine à  la  surface. 

Si  dans  la  fonction  f{x,y),  on  met  à-la-fois  ^-f"  '  ^  ^^ 
place  de  x  tty^^k  àia  place  dej^,  i  et  k  étant  deux  accrois- 
semens*  indéterminés  ^  qu'ensuite  on  développe  la  nouvelle 
fonction  f  {jt^  -{-  îj  y  ^  k)  suivant  les  puissances  et  les 
produits  de  î  et  de  A  9  il  est  clair  que  le  premier  terme , 
aans  i  ni  A: ,  sera  f{Xyjr)y  puisqu'en  faisant  t  =r o ,  A:  =  o , 
le  développement  doit  se  changer  dans  y*(  j? ,  j- ) ,  et  que  les 
ijiutres  termes  seront  de  nouvelles  fonctions  de  x  et  jr^  multi* 
pliées  successivement  par  /,  A:,  «*,  A*,  ik^  P  ^  i^k  y  ik^  y  k^f  etc. 

S^ais  pour  parvenir  à  ce  développement   de  k  manière  1^ 
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jilas  simple  ^  on  commencera  par  supposer  qu'il  n*j  ait  que  la 
rariable  x  qui  se  change  en  a:  +  î  ^  la  variable  jr  ne  prenant 
pas  d'accroissement;  hypothèse  permise,  puisque  ces  deux  va- 
riables n'ont  entre  elles  aucune  relation.  On  aura  donc^  d'aprcà 
le  théorème  de  Taylor  y 

j  \     -^   ij  )  ^  dx     *    dx»    i.a  ^  dar^     1.2.3 

Nous  supposerons  ensuite  que  y  se  change  en  y  +  A  :  le 

résultat  de  cette  sfeconde  substitution^  sera  le  développement 

dey(j:+  *;^+  *)  •  pour  l'efFcctuer ,  on  observera  que  dans 

,      _        .  dw        d'w  -  .         ,  ,   , 

les  fonctions^  u,'  -^ — ^   -^ — j  «te.  y  doit  se  changer  en^-j"^> 

Q.X  QX^ 

tandis  que  x  ne  vKrie  pas  :  en  sorte  que.,  i®.  m  de^'îcnora 

>-» 

u  +  -p-  A:  +  -p +  -— ^-  etc. 

^  d/         '     d^'     i.a    •      dy»     i.2.^ 

a*.   -; —  devienura 

QX 

du     .  àx     ,       ■         âx       k*     ,  da:        A^      ,      ^ 

dx    *        dj'  d^*       1.2  djr       1.2.3 

3*.  -= —  deviendra 
djc» 

A   ^'"  1»   ^  <Î3   ^ 

Sê+     d^       +    ,dr^     '1.2"^     djr^     1.2.3"^ 

d*K 
4^      .    ^    deviendra 

.:  '       âhi       .  à^u  ,3   d^M 

L  < /-  J-   ... {-    r— r =■  +     etc. 

dx^^      dx  ^       dj-*       1.2^       dj^       1.2.5^ 
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et  ainsi  des  autres  coefEciens  diffërentiels.  Mais^   d'après  la 

d*  .-r— 
convention  dëja  faite  (  page  6a  et  snir.  ),  — »  indiqué 

qu'après  avoir  pris  la  difTérentielIe  de  l'ordre  n  de  i< ,  par  rap- 

d*a 
port  à  la  seule  variable  j: ,  on  prend  du  coefficient ,  qui  est  ■  ,      # 

la  différentielle  de  l'ordre  m  ,  seulement  par  ra[^rt  à  l'antre 
variable  j*,  dont  on  ne  retient  encore  que  le  coefficient  diffé* 
rentiel*  Nous   noterons  ces  deux  opérations  ainsi  qu'il  suit  s 

■  ,       ,       >  en  écrivant  d'abord  dx",  puis  à  la  suite  dy*  >  pont 

rappeler  que  c'est  d'abord  par  rapport  kXféi  ensuite  par  rqiport 
kjr  qu'on  exécute  les  n  et  les  m  différentiations  successives. 

On  a  donc 

(!).•..    u+hz=zf{x  +  i,  y  +  i)t=u 

.    du    .         d'il       i*           ^      é^u       P 
J iJ J -4- etc. 

^  6x  djc»    i.a  dx^     i.a.5 

.    dtt   ,        d*w      i      k     .      d'à      /■       k 

+  -Ï—  Ar-f--; r . \": r H    «tC 

oy      *  dxdj   i      i        dx*ay  i^a     t 

.     d»ii      *»          .d'il      «       *•     .      . 
J . . J -— .— 1- etc. 

d^     1.2         '  djrdy*     i      i,2 

^  dy     i.a.5        ^ 

développement  dont  le   terme  général^-est 


dx'^dx^U      (l  .2.  .777)(l  .a../!) 

Si ,  tu  lieu  de  commencer  par  la  substitution  de  x  -(-  t  pour 
Xf  et  de  finir  par  celle  de  ^  -f"  ^;  on  eût  fait  d'abord  la  der* 
nièrci  on  aurait  eu 

^\   7j   \     }  djr     ^  dj^*    x.a  ^  dj^    i.a.5 
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^  le  Ghangemetit  Se  x  en  x  -f-  <*;  ^^i^s  tous  les  termes ,  aurait 
éonaé  pour  u  ^ 

du   ,        d*i/      I'  d^u        P 

'    dx  ax*    i.a         dx*    1.2.5 

du 

,    du  -du 

du      ■  dy       .  ,  dy        ». 

dj    *         dar  ^        dx*         1.2 


pour 


d'u 

d-'u  ,       d'u 

d.- —  d». 


i^ 


d*u  dy*     ,  dy' 

ày*     '         doj  "^        dor*         i.a     ^ 

etc. 

,      d^u 
dP. 


'  dv*?  d'''*"^u 

Maïs  •  (  paff .  62  et  suivantes  ) ,  --^ —  on  - — : —    indique 

'  ^'^^  '        àxP  dyfdxP  ^ 

qu'aprèt  avoir  différentië  q  fois  de  suite  u  par  rapport  à 
la  seule  variable  y  2  on  diffërentie  p  fois  de  suite  le  coeffi- 
cient différentiel  par  rapport  à  Tautre  variable  x  seulement, 
et  qu'on  ne  retient  encore  que  le .  coefficient.  Ici,  on  écrit 
d'abord  le  dyf\  pifis  le  <tr^  :  on  a  donc  ce  développement 

(a)....     u  + /i  =/(x  +  «,  y  +  i)=  w 

du  .        d'u       i*         .     d^u        P 

-I — -. — i^ — ; . -I — — r- -f.  etc. 

^dx  do:»     1.2       ^   dj|3     jjj3         ^ 

.    du  ,        d*M      k     i      .     d^tt       k       i* 

+  -r— A-1 •. — . h-r — ; 1-    CtC. 

dy  dy  da;     1       1         dydj:*     1       1  •  2 

d*u      *>  d'u      h       i 

H — TT" +  'i   '\    * .— — -L.  etc. 

dy*     1.2  dy^d  j:  1.2      j 

.     d3|/       A3 

T — r*— z         +  etc. 

^   dy^     1.2.5         T 

lequel    est    identique    avec    le    précédent  ^    puisqu'il    revient 
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évidemment  aa  même  de  changer  d'abord  J?  en  x-^-i,  et  Jdt 
développer  suivant  t;  pais;  dans  tous  les  termes  du  dëvc— . 
loppement,  de  changer  y  en  jr  +  A:,  et  de  développer  suivant 
A;  ou  vice  versa.  Ainsi,  les  coefHciens  des  mêmes  puissances 
de  î ,  de  ^  9  et  des  produits  des  mêmes  dimensions  en  i  et  Ar , 
dans  les  développemens  (i) ,  ti{z) ,  sont  identiques  ;  on  a  donc 
d'abord 

d»ii     ^_     d*u 
dxdy  ^^  àydx 

Pour  vérifier  cette  première  conséquence  sur  un  exemple  , 
soit 

si  on  différentie   d'abord    par    rapport   à   j:  ^  on   aura  pour 
coefficient  différentiel, 

lequel  I  difiereiitié  par  rapport  à  ^ ,  donnera  celui-ci  ^ 

d*w 
drdj^  "^ 

En  opérant  dans  un  ordre  inverse  y  on  t|;ouve  d*abord 

du 

~-=;=/ix'"j'»— ,  

et  ensuite 

d»tt 

aydx  "^ 

Le  résultat  est  donc  le  même,  quel  que  soit  l'ordre  qu'on  suive 
dans  les  différentiations. 

On    observera     que     la    r^le    précédente    pour    former 

d»M  d*u 

le  9  ou  le  -j — -T-  daps  le  cas  où  ar  et  7-  sont  deux  va- 


r 
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riablcs  indépendantes,  est  littéralement  la  même  que  celle 
donnée  (  chapitre  YI  )  pour  le  cas  oiijr  dépend  de  x  par  une 
équation  s  il  est  donc  démontré  qu'à  l'égard  de  l'équation 

F(x+jr)  =  o  =  u, 
on  a  l'identité 

d*ii     d»M 

éydx    ^^  dxdjr 

annoncée  (  pag.  63)  ;  et  de  ce  qui  va  suivre ,  on  conclura 
d'nne  maiiière  analogue  les  antres  identités  posées  (  eh.  idem  ). 

Si  l'on  prend  dans  (1)  et  (2)  les  facteurs  de  k^  on 

aura 

d^M  d^K 

dx*dy        àydx*  ^ 
mais 

d^u     ^_^       d'tt  ,|     d^-da:     1 

djdar*  "^  df^^^  X     dx    J* 

d'il  d*tt 

Donc,   à  cause  de  -; — -. —  =  -1 — 7— >  on  aura  cette  suite 
'  d^^dx         djrqT^ 

d'y  entités , 

d'il  .  d'w  d'il 


dj:*d^  "^  d^  dx^  *""  djrdj^dx  * 

On  au/*ait  aussi 

d'il     d'il    •  d'il 

djrd;^         dj^»daf         dj^'dxdj^ 

On  pourra  donc  conclure  généralement  4fu*il  est  permis 
d'intervenir  V ordre  des  dijférentiations  ^  pourvu  qu'on  diffé^ 
rende  le  même  nombre  de  fois,  par  rapport  à  chacune  des 
variables.  C'est  cette  proposition  que  nous  avons  supposée 
(  chap.  VI  ). 

Qu'on  représente  par  àx^  ùjr,  au,  les  aocroissemens  finis 
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el  quelconques  de  se  ^  j^j  et  celui  de  la  fouction  ti,  oti  aura 
pour  différence  de  la  fonction  u 

du  d^u  Ax* 

Ail  =  -7— AX+      ,    ^  +  etc. 

ilX  dx'  lé2 

au  .      d*i/  ^x      AT 

d'w  Af* 


dj-»        i.a  ' 

Si  f  de  ce  dëveloppement ,  on  se  retient  que  let  'tenues  d« 
première  dimension  en  Ax  et  A/  y  on  formera  Pëquivalent  de 
ce  que  nous  avons  appelé  différentielle  première  ou  du  premier 
ordre  (  pag.  17  ),  et  comme  le  signe  A  ne  peut  pas  rappeler 
en  même  tems  la  difSérence  totale  et  une  portion  de  cette 
différence,  on  changera  A  en  d,  pour  noter  h  différentielU 
qui  sera  conséquemmeat 

du    .  du 

du  =  -r—  dx  +  -; —  ir* 
dx        ^  àx    '' 

îl  sgit  de  cette  formule  que  la  différentielle  du  premier  ordre 
d^ne fonction  de  deux  variables  indépendantes,  se  compose  de 

dm 

deux  parties  qu'il  faut  soigneusement  distinguer  ;  Vune  -= —  dx^ 

est  la  différentielle  prise  en  regardant  x  comme  seule  variable} 

Vautre  -^ —  dy,  est  la  différentielle  prise  eu  égard  seulement  à 

la  variabilité  de  y. 
Dans  cette  différentielle 

dri  dzf 

JL.es  fonctions  -j — y  -j— >  sont  appelées  coefficiensdifférerUieU 

Qx       <iy 

du  du 

du  premier  ordre ,  et  les  termes  •-—  dx,  -r—  ixt^  nomfotnX 
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différentielles  partidles^  parce  qa'iU  sont  des  jMurtiea  de  la 
différentielle  totale  du. 

La  difFërentielle 

doit  convenir  au  cas  o\xjr  est  une  fonction  de  :r  i  mais  comme^ 

dr 
dans  cette  hjpothàs#,  dj^  =  -—•  dx  ,   die    se  change    dans 

celle-ci , 

du  du    dr   , 

da  S5 -r^  dar  + -r— .-r— ojf  : 
dx  djr    éx 

^  c'est  en  effet  ce  que  derîent  la  difFërentielle  dt  f{p^  q), 
trouvée  (chap.  V,pag.  67),  en  feisant;[?=jr,  qs=:jr,jr  étant 
fonction  de  x,  et  désignant /*(;>,  ^ )  par  u. 

Lorsqu'il  existe  une  dépendance  entre  jt  et  of^  les  différen- 
tielles partielles  ne  peuvent  plus  être  prises  à  part  ou  isolément  ^ 
luirce  que  la  variation  de  x  entraine  celle  de  j*.  Pour  embrasser 
ce  cas,  et  celui  que  nous  considérons  ici  ,  on  suppose  une 
relation  y"=z^x  qui  devient  arbitraire  ,  dans  je  cas  de  l'indépen- 
dance des  variables  y  et  x. 

Ainsi  X  ci  jr  étant  d^ux.  fonctions  indépendantea  dont  11 
•st  fonction  ^  on  trouvera  aisément  qua 

^i^+r)~    dx-f-    dy 
d(   xy   y  ^rz  yàx -{- xdy 

ydx — xdy 


{-y-) 


i        ay        1         —  ayxàx  -f-  au^y 

etc. 
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Passons  à  la  recherche  des  difTérentielles  successives  de  lâ 
fonclion  u.  On  a  déjà  tronvé 

_           di/    ,       .    di/    , 
du^—àx  +  —  djr (5) 

du       du 
les  coefficiens  -5 — ;  -5 — ,  étant  fonction  des  variables  x  et  r, 

on  a 

\àx)  ~     dx*       ^  "•   "djrdp  «^ 

et  conséquemment  celte  différentielle  seconde 
On  trouvera  pour  la  différentielle  troisièihe; 

Si  on  continue  la  formation  de  ces  différentielles  successives  ; 
on  remarquera  quef  les  coefficiens  numériques  sont  ceux  da  bi« 
nome  a^^by  élevé  à  une  puissance  marquée  p^r  l'ordre  de  la  dif- 
férentielle, et  que  les  puissances  dud:r  et  du  dj^^se  comportent 
<^omme  celles  des  termes  a  et  b*  Quant  aux  coefficiens  diffé-* 
rentiels;  la  loi  en  est  facile  à  saisir. 

Le  développement  de/'(ar  +  /,  y-^k)  donné  plus  haut^ 
devient,  lorsqu'on  y  change  i  en  dX|  et  A:  en  d/*, 

I      ià?u  ,   .^  .  -    d'u    y      ^      .  „    d^«    ,    ,       .   d'il  ,  ,^ 
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et  comme  les  termes  entre  parenthèses  ;  sont  les  différentielles 
successives  (3),  (4))  (5),  élc- ,  de  la  fonction  w,  on  pourra 
énoncer  très -simplement  le  développement  précédcnat  en  cette 

manière  , 

f 

d4tt 

1 


3i/    *  d'i/        d'il 
/(x  +  dx,^-fdx)i=w+-^  +  — ^  +  — — ^4 


1*2         1*2. 3        1.2.5.4 


+  etc  : 


il  est  donc  de  même  forme  que  celui  qui  (  pag.  18  }y  repré- 
sente y  (jr-f-d  a:  ).  \  .   A 


Nous  avons  trouvé  cette  identité 

a^u  d'à 


àiX  djr         éjr  dx 


qui  revient  à 


dii\ 
\dx  /  • 


i{^^   ir^\ 


dr 


àx 


en  sorte  que  si  on  dénote  la  différentielle  première  par 

d«  =  Pdx4-  Q^Tf 

SL  existera  entre  les  fonctions  jP  et  Q  la  reladou 

dp       -dQ 

dy  ^        dx 


\..    \ 


Ainsi ,  pour  que  deux  fçnctipns  P  e/  Q  de  %  él  j  y  puissent 
être  prises  l'une  pour  le  coefficient  de  la  dif/é  enlielle  par  rap^ 
port  à  % ,  Vautre  pour  celui  de  lu  différentielle  par  rapport 
à  j,  dune  fonction  prin^Uive  de  deux  $mrîables  j  .il  Jamt 
que  la  différiemielle  da  coeJfiçiej(U  de  4%-',  prise  par  rapport 
à  y  ^  et  celle  du  coefficient  de  dy  ,  prise  par  rapport  â  -l, 
aient  des  coejficitns  identiques. 


t  » f l '^ 


*  • 


iq/^  Lbçons 

Par  exemple,  on  pourra  supposer  P=.^,  Q=— — — , 
parce  qu'on  efiEet 

4r  ~  (a^* +/■*)*  ~  «*^  ' 

et  on  sera  assuré  crae  — — — -  ix  —     ^  ,    ,  <lr  ««*  l*  ^i^** 
rentielle  immédiate  d'une  fonction  de  deux  variables. 

Soit 

ussxX/nxjr+jr^f 

on  aura 

du        ./-— — 7—:  .  ^r 


=  V^2ar^  +  r  + 


au  g*  4-^       . 

dr  "^  t/axFTr  ' 

du  ,  du 

puis  en  diflférentîant  -r—  par  rapport  kjr  ,  et  -r—  par  rapport 

à  âp  >  et  ne  retenant  que  les  coef&cienS|   on  trouvera 

\dxj  d'u  x  +  x         ,  ^^T 

dj-  dxdr         {/t^xy-i-x^         (a^+J*)* 

V  d^ /  __     i*u     ax  +  r  ( JT*  +  xjr)  jr 

àx      ~  dj^dj:  ~  \/;ixy+r^         (aarr+^O» 

Quoique  ces  deux  expressions  paraissent  différentes,  elles  sont 

cependant  identiques  y  car  elles  se  réduisent  Vune  et  l'autre  à 

Ss-y+S^^Y  .  Ensuite 


t» 
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\  àx  J       d'tt  ajf  xy*  5*jy*  +  zy* 

do:  dx>'       V^â^rHhr*      (a:rr+y*)^      (2^+7")» 

dx        ~dxVlr~  (a^+j-*)î 

résultats  identiques^  ainsi  <ju'on  devait  s'j  attendre. 

Si  la  fonction  u  n'était  donnée  que  par  une  équation  entre 
âr,^  et  II,  en  sorte  qu'on  eût 

^(^;^/  ")  =  û, 

on  regarderait  u  comme  une  fonction  de  x  et  ^ ,  donnée  par 
cette  équation.  Par  cette  substitution ,  la  proposée  aurait  lieu 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  j^  ^  et  conséquemment  aussi 
en  écrivant  x  + 1  et  y^k  pour  x  et  j.  Mais  en  faisant 
d'abord  la  substitution  de.  x  -f-  <  pour  x ,  et  observant  que  j 
ne  varie  pas ,  puisqu'elle  n'est  pas  fonction  de  x ,  on  aura  à 
développer  une  fonction  de  la  forme  F{p^  q),  p  et  q  étant 
des  fonctions  de  x  :  or,  le  coefficient  différentiel  du  premier 
ordre,  est 

d(Fx)         d(Fu)      du 
dr  d«      *  dx* 

On  trouvera  de  la  même  manière  ,  en  regardant  jr  comme 
variable,  que  le  coefficient  diffiérentiel  est 

djFy)         d(Fu)     d^ 
djr  du      *  djr 
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Of;  la  fonction  primitive  étant  identiquement  nulle  ^  on  a  ces 
deux  équations  séparées 

d{Fx)         d{Fu)      du  _         d(Fj')         d(Fu)    du  _ 
dx  du      *  dx  '        dj-      "^       du       dy  ' 

qui  donnent 

df/ir) 

du.  iix         .      du  dy 


d(Fx) 

dx 

• 

•  > 

du 

d{Fu) 
du 

,.  à-u 

a    — • — -  .    « 

U 

dx    .  d{Fu)  dy  d{Fu) 


*— .  • 


du 

,  ^ d^u 

On  déduirait  de  là  —, —  y  -^ — ; — ,   -; — %  etc. 

dx*       dxdj-  ^     dy* 

On  peut  aussi  rappeler  inunédiatement  cette  théorie  à  celle 
des  fonctions  d'une  seule  variable  ^  en  regardant  u  comme 
donnée  en  x  et  ^^  puis  r  comme  une  fonction  indéterminée 
de  x>  Ainsi,  F{xyy,  u)  sera  une  fonction  de  trois  variables^ 
dont  chacune  sera  fonction  de  X;  et  on  aura  (chap.  Y) 

,      d(Fx)^    '    d(Fy)  dy  ,      .  d(Fu)du  ^ 

l 

à  cause  de  F(a:, j-,  w)  =  o.  Mais  u, étant  considérée  comme 

une  fonction  de  a:  et  j' ,  «t^  comme  une  fonction  de  .a: ,  la 

différentielle  totale  de  u ,   par  rapport  à  Xy   que  nous  avons 

du 
représentée  par  -j —  dx  ,  donne   lieu    à    deux    différentielles 

partielles  y  dont   l'une   est   la   différentielle   de  i/,    prise    par 

,  ^      du 

rapport  a  x  en  dehors  de  y,   savoir  "-j —   dx ,  et  Tautre  est 

celle  de  u  ,  prise  par  rapport  à  la  même  variable  x ,  en  tant 

qu'elle  est  dans  r ,  c'est-à-dire  -; ^  dx  ; 

^  ir  dx    ^ 
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Ainsi  à  F {x y  J'y  ii)  =  o  devient,  en  ne  retenant  que  le 
coefHcient , 


d'Fx)       â(Fu)  du         ày  /d(Fr)       d(Fw)  du\ 


dx 


du      dx         do:  \   dj-  du      dj  J 


=  0. 


Mais  j  étant  regardé  comme  une   fonction  indéterminée  de 

X  p  Téquation  précédente  doit  avoir  lieu  ^  quelle  que  soit   la 

dt" 
fonction  -—-  y  elle  se  décompose  donc  dans  celles-ci  ^ 
dx 

d{Fx)    ,    d(Fu)    du  d(Fr)         d(Fu)    du 

dx  du      dx  '       djr  du       djr  ' 

trouvées  précédemment. 

Soit  u  '=.ft ,  t  désignant  une  fonction  connue  de  deux  va- 
riables^ telle  que 

Les  dérivées  relatives  aux  variables  x  et  ^^  indépendantes  et 
considérées  séparément  |  sont  (  pag.   54  ) 

du  ^,      d/         du  •_       di 

dx        ^      "^        dx^      dy        ^     -^        dy 

Si  Ton  divise  l'une  par  l'autre  ces  deux  équations ,  y^^  dispa» 
raitra^   et  on  trouvera 

di    d/ 

relation  qui  exprime  que  u  est  une  fonction  de  /;  quelle  que 
soit  d'ailleurs  la  forme  de  cette  fonction. 

Par  exemple, 
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donne 

d'oà 

py  —  qx  =  o^j 

rçlation  satisfaite  par  toute  fonction  de  â;*+j^*.   Ainsi,  que 

poum,  on  prenne  log(«>+ 7-0,  V^^+r^  •^-r-Tr-TT* 
et  on  tombera  toujours  sur  la  relation 

pjr  —  70;  =  o  : 
Soit ,  pour  second  exemple  : 

dans  laquelle  la  caractéristique  f  désigne  une  fonction  dont 
la  forme  n'est  déterminée  en  aucune  manière  :  si  Ton  pose 


oa  aura 


au  àt^       Au   _        d/ 

dx~-^^dr^  "^        Ir 

où  les  deux  fonctions  f't  sont  identiques  :  si  pour  -r—   et 

d/  ,     .       , 

-~  on  substitue  leurs  valeurs  a  et  fc ,   et  qu'on  élimine  f'I 

Au  .  Au 

entre  ^  =  af't  et  -j—  zizbf't,  iï  viendra 

j^    Au  Au 

*dr-''-d7=« (•) 

Cette  équation  devant  devenir  identique,  lorsqu'on   y  substi- 

du         du  , 
tuera  pour  —  et  —  les  valeurs  données  par  la  différentia- 

tion    d'une    fonction  quelconque    de  ax  '•>\'  by^  offnra    un 
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Caractère  au  mojen  duquel  on  pourra  reconnaître  si  tel  po* 
Ivnooie  est  ou  non  une  fonction  de  ûx  +  hy.  Prenons ,  par 
exemple  ,  le  polynôme  a*a:*  -f-aafca^-f-^'j* ,  et  recherchons 
s'il  est  une  fonction  de  ax  +  bjr  :  en  le  désignant  par   11 , 

on  a 

du  .         di/  ,      .     , 

dx  qx 

ces  valeurs  substituées  dans  (i)  rendent  cette  équation  iden- 
tique.  En  effet 

a«x»  +  Mbxjr  4-  by^  =z  (ax  +  bjr)\ 
Soit  encore  l'équation  donnée 

w^ax — /^  — c=o, 
on  en  déduira  celles-ci 

'  dx  djr 

éliminant  les  deux  consUntes  a  et  b  entre  ces  trois  équatitos , 
il  viendra  celle-ci  du  premier  ordre 

du  du 

dont  la  proposée  sera  l'intégrale  complette,  a  et  i  étant  les 

deux  constantes  arbitraires. 

Si  donc  on  n'a  pour  la  détermînaUon  de  .m  en  «  etjr,  qu'une 

du       du      .,. 
équation  du   premier  ordre  entre  x^jr,  «>^>    "^IT'   *""** 

tégrale  complette  devra  contenir  deux  constantes  arbitraires. 
Considérons  enfin  l'équation 


-^-♦(7)--= 
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a  étant  nne  fonction  quelconque  de  —  :   si    on    en    déduit 
les  deux  équations  dérivées 

du  yjo\       I  dw 

dx 


^-^^'(y)x  i,=  o,^-,(^)+r<j)xp=o 


et  qu*enlre  ces  trois  équations  on  élimine  f  f  —  j  etf'f  — j 
on  retombera  sur  l'équation 


du  au 

u^-*x  -r r  -T—  —  c=?o. 

Qx  djr 

Pour  avoir  le  développement  de  la  fonction 

X  ,jr  et  z  étant  des  variables  indépendantes  j  on  partira  de 
celui  de  y*(x  -f-  I,  y  +  A:) ,  dans  lequel  on  supposera^  que  la 
variable  z ,  traitée  jusque  là  comme  une  constante  y  se  change 
en  z  -j-  A  ^  et  alors   les  fonctions 

du       du        d*u     •     d'il  d*w 

dîë"'    dy"'    dx*  *    dxdj-  *     dj-»  '   *^*' 

considérées  comme  fonctions  de  z  seulement  j  puisqu'elle  est 
la  ^eule  quantité  qui  doive  varier  ^  donneront  lieu  à  autant 
de  développemens  qu'on  formera  d'après  les  règles  exposées 
précédemment.  Si  Ton  désigne  toujours.y(j:,  y^  z)  par  w, 
on  trouvera 


dx*      ^^  dxdy  dy^ 
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d^ii  d'i/  d'il 

+  r^ 5*'*^'  +  tA^  6  ikh  +  T-4-3X-^ 

dorMz  da:uj-dj  d^'^d^ 

-|-  etc. 

et  pour  la  difTérentielle  y  qui  est  la  somme  des  termes  de 
première  puissance  des  accroissemens  ^ 

-  du   .  dw    ,  du   ^ 

du  =  -; —  dx  4-  ~r—  dr  -A — 7—  dz  » 
dx  dy  dz 

* 

après  avoir  changé  i,  A:,  A  en  dx,  dj*  et  d^.  Les  différentielles 
secondes,  troisièmes,  etc.,  sont  les  termes  entre  parenthèses 
dans  le  développement  précédent ,  qu'on  pourra  conséquem- 
ment  abréger  ,  en  écrivant 

/(x+dx,  j^-f.4y>  2+dz)=w+di/H d'ii  +  — — -d'w  -|-  etc. 

1*2  i*a«3 

Nous  passerons  à  la  démonstration  du  théorème  des  fonctions 
homogènes;  annoncée  dans  le  titre. 

Si  V  est  une  fonction  homogène  des  variables  x,  y,  Zy 
l,  c/c.  ,  c'est' à''dî ra ,  une  fonction  telle  que  la  somme  des 
exposans  des  variables^  soit  constante  et  égale  à  m  dansr 
tous  les  termes ,  on  a  ^  pour  cette  fonction  ^  la  propriété 
suivante  : 

mVz=z Xx+Vr  +Zz+Tt  +  etc. , 

les  coefjficîena  X ,  Y  ^  Z ,  T ,  e/c. ,  étant  ceux  de  la  diffe* 
rtntielle 

dF^Xdx  +  Fd/  +  Zdz+  Tdt  +  etc. , 
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La  fonction  V  pent  se  mettre  sons  cette  fonne 

où  fi -^7  ' y  "—>  etc.  j  est  de  dimension  nulle.  Si  on 

diffërentie  successivement,  par  rapport  à  toutes  les  variables , 

r       ^        ^ 
x"*>  -^^—y  •  t  on  aura 

X  XX 

+  --Q  { -r—\ 

^     i  xdt  —  tâx  > 

+^«  { — iî — } 

+  etc. 

oîi/C  )  indique  la  fonction  primitive,  cl  P,  Ç,  -R,  des 
coefficiens  différentiels.  Si  on  effectue  les  multiplications  »  et 
qu'on  rassemble  les  termes  multipliés  par  Ax,  àjr,  dz,  etc.  y 
on  aura 


dFz=[mf(    )jr"«-ar*-»jP-x'*^zQ-ar*-»/R  — etc.}d« 
^x^^Pdj'+x^'Qdz  +  x^'''  Rdt+eic. 

(     ^,    ,               x^-'vP      x'^'zO        x'^uR  \, 

t=z{mf(    )x'^' i- i. etc.>d;r 

l  X  X  X  y 

+  «"«Pdjr+ar'^'Qdz  +  x*-«fld/+etc.  . 

Mais  d'ailleurs 

df'=Ad;r+  rdy  +  Zdz+  rd/+etc.> 
donc  « 

Y         tf    x-.m-.      x'^^'r^      x'^'zQ        x^-uR 
X=m/{    )a:™-» :^ JL etc. 

XX  X 

Y:=x'^'P,    Z=3r^'Q,     Tz^x'^R,  tic 


Y  X  "T"  T  11 

La  foDCtion  homogène  — j-; — ~  est  de  dimension  — y 
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Remplaçant  dans  ^  les  fecteurs  x*"— »P,  ar"^'Q|  «""^"il,  etc. 
parl^  Z^  Tj  etc«y  on  a 

Xis,mf\^    )x— « '- etc., 

d'où  l'on  déduit  enfin 

ce  qui  est  la' propriété  annoncée. 

Y  X -4"  Y  11 

— T-- — ^  est  de  dimension  —  — 

et  elle  a  pour  différentielle 

—  (5x;^-f-6/*)da:  —  (5a7'  +  6^*)^T 

on  doit  donc  avoir 
—  (53y+6j^)j:  — (5jy+6j:^)r 1 1    j/j-  +J^  ^ 

En  effet,  si  l'on  réduit,  on  trouvera  cette  identité 

iix«j-+  ii:ry»=:iixf  (or+j^). 

Celle  fonction  homogène  -^ — t^kS'^  qui  est  de  dimension 

Xy  "j"  c/y 

nulle,  a  pour  différentielle 
(g^y  +  ^  %^r'  +  ^^  )  <^^  —  (^3^  +  a  ^igJ^!y  +.bhxy^)  ây 

{xjr  +  brr  ' 

et  on  a ,  en  effet , 

;  Pour  une  fonction  de  deux  variables  ,  homogène  et  de  m  di- 
mensions ^  on  a  donc ,  en  même  tems , 

dy=:Xdx+  Vdr 
mVz=z  Xx   +  I3^j 


doDC 
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de  la  seconde ,  on  déduit 

mi\F=id{Xx+  Yj^)  =  m{Xdx+  Kd^), 

en  observant  que  d  f  r=:  Xd^  +  Vdjr,  Si  on  prend  les  coef- 
ficicns  différentiels  ,  d'abord  par  rapport  k  x  y  çnsuite  par 
rapport  à  j^,  on  aura 

dr         dx 

Or  df  étant  la  différentielle  immédiate  d'une  fonction  de 
deux  variables  ^   on  a    de  nontré   que 

dj:  ôjr 

dX     .         dJï 
^m-^)X.=.jr  —  +  x  — 

dV  dV 

Donc  les  coefllciens  différentiels  X  cl  V  d'une  fonction  homo- 
gèncj  de  m  dimensions  ,  sont  encore  des  fonctions  homogènes, 
dont  le  nombre  des  dimensions  est  moindre  d'une  unité.  On 
étendrait  la  proposition  aux  coefHciens  différentiels  successifs 
d'une  telle  fonction. 

On  pourrait  encore  démontrer  réciproquement  que  X  et  V 
étant  des  fonctions  homogènes  de  m  *—  i  dimensions  ,  si 
d'ailleurs  Xdx  -{-  ^4r  ^^^  ^^  différentielle  immédiate  d'une 
fonction  de  deux  variables ,  on  doit  avoir 

m{Xdx+  rdy)  =  d{Xx^  Yy). 

Ces  théorèmes  sont  dus  à  Euler  qui  le;  a  donnés  dans 
les  Mémoires  de  l'Académie  de  Pétersbourgi  pour  les  années 
1754  et  1735. 
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CHAPITRE    XIV. 

Développement  de  [  (x  j  y)  salivant  les  puissances 
de  X  et  y  ;  des-  limites  du  déi^eloppement  des 
fonctions  de  deux  variables  indépendantes  ;  dé- 
çeloppement  de  z  en  série  suivant  y  y  d'après 
Véquation  z  =  x  -f-  yfz  ^  fz  étant  une  fonction 
quelconque  de  z. 


V 


Reprenons  le  développement  de  /"(ar  +  Z,  y+^)  trouvé 
(  chap.  XIII  ),  changeons  x  et  j"  en  x  —  t  et  j*  —  A,  ce  qui 
est  permis  ;  puisque  x  ^  y,  i  et  k  sont  des  quantités  quelcoi^- 
ques ,  puis  remplaçons  î  et  A:  par  xt  et  jri  :  nous  aurons 

f[xjy)=f(  X  —  a:t,j^yt)  +  xt  f^  {x—xi^y—yt) 
+J^'//  (  X  —  xt^y—yi)  +  —-fll{x—xi,y—yt) 

+  xyej/{x—xtyy—yt)  +  —-f^^{x—xt^y—yi)  +  eiQ. 

en  désignant  ^^^f'^f^^}/'"^  etc.^  les  fonctions  dérivées  de/", 
prises  par  rapport  à  la  seule  variable  a; ,  et  ^^^fnfmfiin  ^^^-j 
celles  qui  ne  sont  relatives  qu'à  y  y  en  sorte  que  la  lettre  f 
accentuée  en  haut  et  en  bas,  indique  une  suite  de  diffërcn- 
tiations  effectuées  par  rapport  à  a?  ^  en  nombre  égal  à  celui 
des  accens  supérieurs ,  et  par  rapport  à  7,  en  nombre  égal  à 
celui  des  accenSv  inférieurs  y  différentielles  dont  on  ne  retient 
que  les  coeffidenS;  et  qu'on  prend  dans  un  ordre  quel- 
conque. 


/ 
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Or  9  /  est  une  quantité  indétenninëe  qui ,  supposée  ëgale  a 
xéro  j  rendra  Téquation  identique  y  et  qui  étant  faite  =  i  > 
donnera 

J  (*,/>=/+«/'  -hr/,+  ^f+ 'yf{  •  +  ^/»  • + «te- 

formule  générale  du  développement  de  la  fonction  y  C  a?  ^  y)^ 
suivant  les  puissances  de  x  et  y,  dans  laquelle  les  quantités 
désignées  par  y*,  y*'.,  y*;  •,  etc.,  dénotent  des  fonctions  déri- 
vées suivant  x  =  o  et^  =  o.  C'est  Textension  du  théorème 
de  Maclaunn  aux  fonctions  de  deux ,  et  par  suite  aux  fonc- 
tions  d'un  nombre   quelconque  de  variables  indépendantes. 

M.  Laff'ange ,  dans  la  Théorie  des  fonctions  analytiques  y 
a  démontré  que  a  étant  un  nombre  indéterminé  ou  inconnu  . 
toujours  compris  entre  zéro  et  un ,  et  qui  devra  être  partout 
le  même  dans  la  même  fonction ,  mais  qdi  pourra  être  diffé- 
rent dans  les  différentes  fonctions;  on  avait 

f{xyy)^f.  +  xf'{xx,Xï)+ïff{My).j^)^ 

en  s'arrêtant  au  premier  terme;  que  si  l'on  en  prenait  trois , 
on  avait 

qoe^  pour  six  termes , 


■J"'{xx,  xy)  +  - 

a 


a.3 


////(**>  *^)î 
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et  ainsi  de  suite  :  il  a  prouvé  aussi  que 

h 

=  elc. 

=/(  * ,  r  ) + »•/'  (*,r)  +  */,(»  .^  ) 

l'A*  A^ 

+  — /'>»  (*+*»>  J-+aA)+  ^/J»  {*  +  A*,  /+ AA)=etc. 

La  quantité  xi  répond  ,  comme  on  voit  ^  à  celle  qui  a  été 
désignée  par  7  (pag.  170)^  et  )Ji  est  son  analogue.  De  ces 
fomules  généralisées^  ou  étendues  à  un  nombre  quelconque 
de  variables  y  on  conclut  que 

Lorsque  dans  le  développement  éPune  fonction  suivant  ies 
puissances  et  les  produits  de  certaines  quantités  ^  on  veut  s^ar^ 
réter  aux  termes  d'un  ordre  donné  y  c^est'-à-^iie ,  dans  lesquels 
ces  quantités  forment  des  dimensions  d^un  degré  égal  à  Veocpo^ 
sont  de  cet  ordre,  on  peut  supposer  le  reste  du  développement 
égal  aux  seuls  termes  de  tordre  suivant ,  mais  eri  jr  con^ 
servant  ces  mêmes  quantités  sous  la  fonction  y  et  les  mul-- 
tipliant  toutes. par  un  coefficient  a  compris  entre  zéro  et  un  y 
et  qui  sera  le  même  dans  la  même  fonction  y  mais  qui 
pourra  être  différent  dans  les  différentes  fonctions. 

On  peut  parvenir  à  ces    formules  par   une  analjrse  sem- 
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blable  à  celle  que  nous  avons  donnée  (  pag.  166  et  suiv.  )  pour 
les  fonctions  d'une  seule  variable.  On  posera 

+fy^xfffa^x,b-y), 

parce  qu'en  difïérenlîant  de  part  et  d'autre  ,  c'est-à-dire ,  en 
faisant  la  somme  des  fonctions  dérivées  et  par  rapport  à  x 
et  par  rapport  à  ^ ,  on  trouve  0  =  0,  ainsi  qu'il  est  facile 
de  le  reconnaître.  lYIaintenant  y  si  on  remplace ,  sous  les  signes/^ 
les  fonctions  /'/(a  —  ±,  b  —  x),y)'(a— x,  b — y)  ^ 
fii{a  —  Xj  b  —  y)  par  les  plus  grandes  et  les  plus  petites  va- 
^  Jeurs  M  et  N ,  P  et  Q,  R  et  S^  qu'elles  prennent  depuis 
a:=  o  jusqu'à  x  ,   et  depuis  y  =  o  jusqu'à  y  ,  on  conclura 

qaej'xàxff^{a  —  x,  b — y)  est  égal  au  produit  de  par 

une  quantité   comprise  entre    M   et  N  ^  que  ••.....• 

'     f{3ci\y'\'ydx)Jf{a'^Xj  h — y)   est  égal  à   xy  par  une 
quantité  comprise   entre   P   et    ^  9   et   qu'enfin   la   troisième 

intégrale  est  .  par  une  quantité  comprise  entre  71  et  ftk  Si 

j» 

l'on  représente  ces  valeurs  intermédiaires  de  f^  ^Jf  y  /*/;,  par 
f'*ia^(x^t),b  —  (y—u))yf/{a^:x—i),b—^y^u))y 
ffi^a  —  (a:—/),  b  —  i^Y  —  11)),  /et  u  représentant  des  quan^ 

tités  comprises  entre  o  et  a; ,  o  et  j^  ^  on  aura 

/(«)  b)=J{^  —  x?  è— r)  +  ^/'(û  — ar,  h— y) 
^fLjll(a  —  {x^t)yb-[y-u)) 
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Que  l'on  change  a  en  a  +  *;  ^  ^^  ^  +J^f  •^  celte  iden* 
tilé  deviendra 

f(a  +  x,b+j)  =J[a,  b)  +  x/'(a ,  b)  +  -^J'i{a  +  t,b  +  u) 


Si  l'on  écrit  xatt  Heu  a,  T^u  Iteu  de  x,  y  an.  lieu  de  6, 
A:  au  lieu  de^,  on  trouvera  CAfin  ,  ^ 

on  t  est  une  quantité  comprise  entre  :f.éro  ti^4',  et  k  une 
quantité  entre  iéro  €t  W",  ^n  «torte  que  /  et  i^  reviennent 
à  Al  et  aA:  5  de  plus  y  ces  limite^  seront  possibles  ^  si  les  fonc- 
tions y  ^,  y/,  y^y  ne  deviennent  pas /hift nies  ,c|epuis'o  jusqu'à  î. 
et  depuis  o  jusqu'à*  Ar^  en  sorte  que  A  tombe  entre  siéro  et  un. 
Soit  proposée  l'équation     ^    ,  .  .  '  _ 

dans    laqn^le  Jz    est   t|^  ^>fom^n   .qn^lôonijtte  de  2  :  on 

demande  la  "valeur  de  z  en  série ,  suivant  les  .puissances  de  ^. 

Si  l!on  prend!  les  dérivées  suivant  x  et, suivant  y  •  on  aara 

dz  dz        dz        y,  dz 

en  notant  pary'z  le^  coefficient  de  la  différentielle  de  z  par 
rapport  à  s?  si|  entre  ces  déîix  équations ,  on  élimine  y^^;/ 

on  aura 

dz         dz  ^ 

— -r-yi  =  o> 


\  1 


i4 
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mais  la  proposée  donne 


/i= 


y 

substituant  donc  cette  valeur  de  ft  dans  la  précédente ,  oa 
obtiendra  cette  équation  du  premier    ordre ,  délivrée  àefxf 

^(^-.a:)-j.±.  =  .o (il/) 

Comme  le  premier  terme  de  l'expression  de  z  en  série  y  est 
éyidemment  Xf  nous  poserons ,  en  général  ^ 

Z7=^x+Jj'+B^.+  Cj^+  etc., 

'^,  s»  C,  etc.,  étant  des  fonctions  de  «.  Nous  déduirons 
de  là 

^=i+A'S-  +  By  +  Cy  +  etc., . 

f 

I 

^',  jB',  C%  etc.^  désignant  les  coefficicns  des  différentielles 
prises  par  rapport  à  a:,  des  ifonction?  .^,  B ,  C,  etc.  j  ensuite 

4^  =:^+  a2?r  +  3Cj*  +  4Py»  etc. 
Donc  on  aura ,  en  substituant'  ces  yaleurs  dans  (M)  ,    > 

(1  +  jiy  +  By\+  cy  +  etc.)  {j  +  Br  +  Cj^  +  etc. ) 

— ^  —  a  i?^  —  5  Cr*  —  4  -^J'^  —  etc.  =  o , 

c'est-à-dire  , 

{,AA'  —  iî)^  +  (i?^'  +  ^^'  —  2  C)  r* 

+  (  C^'  +  -5ii'  +  AO  _  3  Z> ) ^+  etc.  s=  o , 

d'où  l'on  tire 

B^AA'y  C=z\[AW-\'BA')t  D:=i{Aa+BB'+CA'),  elc 
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Ici  y  la  quantitë  A  demeure  indëterminëe  ;  mais  on  observera  que 
le  premier  terme  de  z  étant  x  ^  la  somme  des  deux  premiers 
termes  doit  être  x  '^yfx  ;  donc  A  '=^jx ,  et  de  là  A'  rzrzf'x , 
Brsifxf'x  y  d'oti  B'  =ifxj^x  ^  {f'xY  ^  et  consëquem- 
ment  C  =  J  (  ofx(f^xy  +  {f^Yj"^)  ;  etc.  ;  mais  en  exami« 
nant  les  expressions  de  /^^  C^  etc. ,  on  voit  d'abord  qu'elles 
peuvent  se  mettre  sous  cette  forme 

E  =  HAD  + BCy  etc., 

en  dénotant  ^  en  général  ^  par  (  y  le  coefficient  dé  la  diffé- 
rentielle prise  par  rapport  à  a;  ^  de  la  quantité  renfermée 
entre  les  deux  crochets  ;  et  si  on  fait  les  substitutions  succes- 
sives ^  on  trouve  que  ces  expressions  sont  réductibles  à  celles- 
ci  qui  sont  plus  simples  j 

1 

B  =  1.(AV,     C=-i^(^)»;i>  =  _l_(>retc. 

en  marquant  par  un ,  deux  y  trois  ,  etc.  ^  accens  y  les  coeffi- 
ciens  des  différentielles  première,  seconde ,  troisième  etc. ,  prises 
par  rapport  h  x  ^  des  quantités  entre  parenthèses  ;  de  sorte 
qu'en  substituant  la  valeur  de  A  =Jx  y  on  aura  enfin 

X =cc  +  jr/*  +^  ((/r)»)'  +  -^  ((yx)3)«r 
+ -^  ((»*)'"  + etc. 

2.5.4 

Supposons  maintenant  que  ce  soit,  non  plus  Zy  mais  une 
fonction  quelconque  de  z  y  qu'on  ait  à  développer  suivant  les 
puissances  de  ^  ^  soit  <^z  cette  fonction ,  et  soit  encore 

z-^  X  +jrfz. 
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Si  Ton  pose  ii  =  f^;  on  en  déduira 

du           ,         dz          du  ' 
dx-*^"    d*   '      dy    ='''• 

dz 

d'où  Ton  lire 

du        du           dz        dz 

d«    *    djr  dx    *    dy 

Si  y  dans  cette  égalité  entre  des    quotiens  y  on  substitue  la 

dz         dz 
valeur  de  --j —  :  -r^^  ^^  ^^  l'équation 

dz    .  ^  dz 


d»  d^ 

on  aura  cette  équation  du  premier  ordre 

du    /  ,  du 


dx  ^    dy 

Supposons  u 

u  =  P  +  QX  +  Rr^  +  Sf  +  tic.  y 

Py   Qy  A,  etc.  y  étant  des  fonctions  de  x 'y  substituant  cette 
valeur^  ainsi  que  celle  de  z,  trouvée  ci-dessos,  on  aura 

(P'  +  Qy  +  R'r  +  ^'y  +  etc.) 

—  Ç  _  txRy  —  35/  —  etc. 
d'où  Ton  tire 

55  =  R'/x  +  ^  {{fxyy  +  -^  ((/*;')",  etc. 

2  2  *  J 


\ 


DX  Calcul  DippiRBNTixL.  ai 3 

Or,  en  snbstituaiit  successivement  les  valeurs  de  Qj  Hy  etc., 
it  est  aisé  de  reconnaître  qae  les  expressions  de  ces  quantités  , 
peuvent  se  réduire  à  cette  forme  très-simple 

•       Ç  =  /"A,    fl  =  4- (P'O)')',    5  r=-^- (/"(/*)')// trtc. 

La  fonction  P  demeure,  indéterminée ,  à  cause  de  l'élimination 
de  la  fonction  <p }  mais'  puisque  i/=:fz  =  ^(x-f- ^«^ -h ^tc. ) 
il  est  visible  ,  d'après  le  rapprochement  des  deux  valeurs  de 
u,  qu'on  aura  P=<px,  et  conséquemment  P'=^xj  donc 
enfin 

4^z==4>x+jr9'x/x +^(^'«.(/x)«y+^(<p'x.(/«)3)fr+  etc. 

formule  très-remarquable  ,  dit  M.  Lagrung»  y  et  d'un  grand 
usage  dans  l'analyse  ,  sur*tout  pour  le  retour  des  suites*  On 
retnarquera  que  les  deux  relations 

se  changent,  dans  celles-ci 

en  faisant  ^^  =JÎr ,  «  =  a,  j^=  x  y  fz-=z<^y.  Ces  substi- 
tutions faites  dans  le  développement  précédent  ^  dpnnent  celui 
de  U|  trouvé  (pag.  lyS).  Voy.  la  Théorie  det  jonctions  anm-- 
lytiques. 
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CHAPITRE    XV. 

Uléthode  des  Tangentes. 

SvirJ^VT  les  anciens  géomètres ,  dit  M.  Lagrange  dans  la  Théorie 
des  Font  fions ,  une  ligne  droite  est  tangente  d'une  courbe  , 
lorsqu'ayant  un  point  commun  avec  la  courbe  f  on  ne  peut 
mener  par  ce  point  aucune  autre  droite  entre  elle  et  la  courbe. 
C'est  par  ce  principe  qu'ils  ont  déterminé  les  tangentes  dans 
le  petit  nombre  de  courbes  qu'ils  ont  considérées;  mais  de- 
puis que  f  par  l'application  de  l'algèbre  à  la  géométrie ,  les 
courbes  ont  été  soumises  à  l'anulyse  |  on  a  envisagé  les  tan- 
gentes sous  d'autres  points  de  vue  ;  on  les  a  regardées  comme 
des  sécantes,  dont  ]e$  deux  points  d'intersection  sont  réunis  y  • 
ou  conune  les  prolongeniens  des  côtés  infiniment  petits  de  la 
courbe  considérée  comme  un  polygone  d'une  infinité  de 
côtés  y  etc.  y  etc. 

Dans  le  chapitre  suivant,  nous  traiterons  le  problème  des 
tangentes  sous  le  premier  point  de  vue  :  dans  celui-ci,  nous 
regaràcroos  la  tangente  comme  une  sécante  dont  les  deux 
intersections  sont  réunies. 
Fig.  I.  ^^^^  °"®  qpurbe  yz=z  fx  k  laquelle  on  veuille  mener  une 
tangente  en  un  point  donné  M  :  si ,  par  ce  point  et  par  un 
autre  point  quelconque  M'^  on  mène  une  sécante  SMM\  on 
aura 

M'm       k  i 

tang A/'3/m  =  tang A/»9P  =  — — zs—nr/-! y^ '\-  etc., 


*• 


k  étant   iy  + /^  4-  etc. 
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Lorsque  le  ptf  nt  M'  se  réunit  au  point  M  ^  les  accroissemens  i 
et  k  sont  nuls  |  la  ïéc^nte  devient  la  tangente  MT*,  et  tang  MSP 
sa  change  en  tang  MTP  que  nous  désignerons  par  a  ;  en 
sorte  que 

donc  l'équation  de  la  tangente  sera 

^  et  ^  étant  les  coordonnées  des  points  de  la  tangente ,  et  jr  et  jr 
ceux  du  point  de  k  tangence. 

Poor  obtenir  la  sons-tangente  PT ^  on  fera  f  =  o^.et  on 
anra 

Or,  comme  — */»  représente  ^7* dans  un  sens  opposé  à  celui 
àtAP'=s^x,  on  conclura  de  l'égalité  précédente, 

T  dx 

sons-ung  =  ^  =^  •^. 

Ainsi  y  de  Péquatiçn  de  la  courbe ,  on  déduira ,  par  la 
différentiation ,  le  ày  sur  Ax  qui  sera  donné  au  moyen  de 
l'abscisse  du  point  de  tangence  y  et  on  en  fera  la  substitution 
dans  la  valeur  de  a  et  dans  l'expression  de  la  sou»-tangente. 

Nous  observerons  que  j  pour  un  point  donné  d'une  courbe  ,' 
à  l'exception  des  points  multiples  que  nous  considérerons  plus 
loin  f  la  sous^tangente  est  unique  \  qu'ainsi ,  son  expression 
analjrtique  ne  doit  pas  contenir  de  quantités  variables  ou  ar« 
bitrairesj  d'où  il  résulte  que,  pour  passer  de  l'expression  de 
la  sottS'Sécante 

*    ""  i  ' 

y  -f-  —  r*  +  etc. 
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à  celle  ie  la  sous-tangtnte  JPT*,  il  fitut  anàmtir  lliccroisscment 

arbitraire  qui  porterait  son  indéteriniiiation  ihuis  la  formule 

de  la  3ou8-tangeiite  5  il  faut  donc  ne  retenir  dii  dérdoppemenl 

djc 
précédent  que  le  premier  terme  y  «-r— • 

De  l'équation  de  la  tangente ,  où  déduit  de  suite  oelle  de  la 
normale ,  en  écrivant  une  ligne  perpendictdaire  à  la  tangent*- 
au  point  de  contact  ':  telte  équation  est  donc 

dâ? 

Pour  avoir  l'expression  de  la  sous-normale  PN^  on  fera  f = o 
dans  l'équation  précédente;  l'abscisse p  correspondante  sera  ANf 
et  comme  jiPs=:x,  PN  sera  p  —  âr  ;  en  sorte  qu^ 

ir 
'  PA^s=:sons-norm=3j»^. 

On  peut  parvenir  à  ces  deux  résultats  en  menant  ûné  peiw 
pendlculaire  MR  a  la  sécante  en  Âf^  ty«|^t  de  la  comparaison 
des  triangles, semblables  MRP^  M'Mm^ 

JU>  a= -^  =  j- (y  +  i^  jr»  4.  etc.)  J 

et  fidsant  s  =  o  pour  passer  de  la  SQiis-perpendicttlaire  à  la 
sécante  y  à  la  soas-perpendiculaire  à  la  taugente  ou  à  la  sons« 
normale».  Ainsi 

On  passerait  de  même  de  la  souS-sécante  à  la  sons-tangente^ 
Dans  les  triangles  rectangles  TMP  ^  PMN ,  on  a^ 

t 
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et  en  désignant  par  a  Tangle  de  la  tangente  avec  Paxe  dea 
abscisses 

y 1 

sin  41  =  —  ■    ■■■  y    cos  m  =  —  y 

parce  que 

a  =  tang4*=y. 

Nous  tapporterons  ici  la  méthode  de  Fermât  j  qu'on  j>cut 
regarder ,  dit  M.  Lagrange  ,  comme  le  premier  inventeur  des 
nouveaux  calculs. 

Dans  réquation  entre  Tabscisse  et  l'ordonnée  >  que  Fermât 
appelle  la  propriété  spécifique  de  la  courbe  ,  il  augmente  ou 
il  diminue  l*ab$cisse  d'une  quantitée  indéterminée ,  et  il  regarde 
la  nouvelle  ordonnée  comme  appartenant  k-k-fbis  à  la  courbe  \ 
et  à  la  tangente ,  ce  qui  fournit  une  équation  qui ,  après  les 
réductions  y  devient  divisible  par  l'indéterminée;  cette  division 
faite  y  il  supprime  comme  nuls  tous  les  termes  où  se  trouve 
cette  indéterminée^  et  il  obtient  Teipression  delà  sous-tangente. 

Ainsi  y  X  étant  l'abscisse  y  y  l'ordonnée  du  point  de    tan-  * 
gence ,  et  /  la  sous-tangente  au  même  point ,  l'ordonnée  à  la 

tangente  y  pgur  l'abscisse  x+e,  est  y-\ — =^,  ce  qu'on  trouve 

«  • 

par  les  triangles  semblables  MPTyMmmf  ^  en  désignant  Mm  par 

cr 
e:  cette  ordonnée^ -j--^  doit  être  égale  à  celle  de  la  courbe 

pour  la  même  abscisse  :r  -|-  e.  On  aura  donc  l'équation  dont  il 
s'agit  ,   en  mettant  dans  l'équation   de  la  courbe ,  a:  -f-  c  à  la 

place  de  x  j  t\  y  -{•  ^—  à  la  place  de  y.  Cette  équation  ré- 
duite et  divisée  par  py  donne,  en  faisant  ez^O;  la  valeur  de 
la  sous-tangente. 

Ainsi  y  l'équation  de  la  pars^ole 

y=ZtipX   y 
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•y 
devient  >  après   les  substitutions  x+e  pour  x  et  y  +  — p 

pour  jr, 

2/?r*          yV 
r  +  — p-  +  -^ a  pa:  ^  2  pe  t=  o  5 

donc /effaçant  les  termes  y*  —  2 par,  et  divisant  les  autres  par 
e  I  on  aura 

et  effaçant  encore  le  terme  ^ —  qui  s'évanouit  ^  en  faisant 
e=Oj  on  aura  Tëquation 


^X' 


^%p 


de  laquelle  on  tire 


t  —  ^yL  —  J^IfL 

2p  Hp 


^X. 


On  voit  l'analogie  de  la  méthode  de  Fermai  arec  celle  du 
calcul  différentiel  :  car  la  quantité  indéterminée  dont  il  aug- 
mente l'abscisse  a:,  est  la  différentielle  dar,  et  Taugmentation 

correspondante  -—  de  l'ordonnée,  est  la  différentielle  dj-. 

On  pourra  faire  Tapplication  des  formules  précédentes  aux 
courbes  du  second  degré,* représentées  par  l'équation  générale 

Aj^  +  Bxy  +  Cx*  +  Dr+Ex  +  F=o, 
de  laquelle  on  tirera^  par  la  différentiation  , 


«Jr 


ày  i 


ÈL'L.rr  — 


»^/-cg-  +  ^:r  +  5*^*f-^*+^-âr+^ 


o; 


/• 


d'où 
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et  consëquemment 


^A^r+  Bx+  D 
^  ^     Bj  +  Cx  +  E     ^ 


• 


sous-norm  :=:  —  ^ 


^jij'+Bx'j'  D  ' 


I     ■  . 


Etant  donnëe  l'équation 

• 

et  â  représentant  une  dea  valeurs  approchées  d*ane  des  racines 
incommensurables,  nous  avons  yo  (Alg.,  i'*.  sect.)  que  pour 
trouver  une  valeur  plus  approchée  â  -j"  ^  1  "  fallait  substituer 
(i'\-p  pour  X ^p  étant  le  complément  de  a  à  la  racine  x'j  alors ^ 
en  observant  que  p  est  une  fraction  décimale  comprise  entre 
zéro  et  Tunité  y  on  peut  négliger  les  puissances  de  p  sapé- 
rieures  à  la  première  ,  en  sorte,  que  la  transformée  ordonnée 
par  rapport  aux  puissances  de  p  y  se  réduit  à  ses  deux  pre- 
miers  termes  |  et  donne 

p  —  u—     (K)—     r' 

où  (X)  représente  la  proposée  en  j  faisant  x  =  «,  et  (K) 
eit^  après  la  même  substitution ,  le  polynôme 

dr 
mx'"'"*  —  (m  — i)-<ij:^""*+  etc.  =:-j— , 

en  sorte  que 


; 
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c'est-à-dire  ;  que  b  est  la  sous-tangente  de  la  courbe 

j-  =  x^  —  ^o:'"-'  +  Bar-*  •    •   .   .  —  Tx+  F, 

au  point  oîi  a;=:a«  Donc  a^-^b  n'est  autre  chose  que  l'abscisse  ^ 
plus  la  sous-tan^ente  correspondante  ;  et  il  est  visible  que  l'eztré- 
ziiitë  de  cette  sous  tangente  peut ,  dhns  plusieurs  cas ,  tomber 
plus  loin  de  l'origine  ;  par  rapport^à  l'intersection  de  la  courbe 
avec  Taxe,  que  ne  tombe  l'extréniité  de  l'abscis&e  a  ^  et  alors 
a-^'  b  excéderait  la  racine.  On  éviterait  cet  inconvénient  en 
tirant  la  corde  de  l'arc  dont  les  extrémités  répondent  aux 
deux  abscisses  qui  sont  les  limites  de  la  racine ,  ou  aux  deux 
abscisses  qui  représentent  les  substitutions  qui  ont  donné  def 
résultats  de  signes  difTéreqs^  en  effet ,  cette  corde  traversant  l'axe 
dans  l'intervalle  des  limites^  donnerait  un  point  nécessairement 
plus  voisin  de  l'yitersection  de  la  courbe  avec  l'axe ,  et  de 
cette  manière^  on  serait  certain  d'aller  en  approchant  de  la 
racine. 

De  l'expression  de  la  sous-tangente ,  savoir 

W^'r^  dx 

on  déduit 

4r 

Pour  avoir  «n  second  point  de  la  tangente  TM^  on  imagi* 
.  nera ,  par  l'origine  ,  une  perpendiculaire  AD  jusqu'à  la  tan- 
gente ;  et  on  aura  AD  ^=zy —  Mn  ^  c'est-à-dire, 

Ces  valeurs  de  AT  ci  AD  sont  données  en  a;)  on  cherchera 
donc  si  elles  prennent  des  valeurs   finies ,  lorsque  x  est  plus 
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grande  qae  tonte  ligne  donnée }  dans  ce  cas  ^  la  courbe  admet 

une  asjrn^tote  déterminëe  de  position  par  les  Talears  de  ^7^ 

et  AD  f  correspondantes  à  cette  limite  des  valeurs  de  x  :  si 

]*une  des  quantités  AT  ou  AD  étant  finies  ^  Tautre  est  infinie , 

l'asymptote  sera  parallèle  à  l'axe  sur  lequel  se  porte  la  valeur 

infinie  :  si  les  yaleurs  de  AT  éi  AD  sont  infinies  k-la-fois  j 

la  conrbe  n'admet  pas  d'asymptotes.  Il  pourrait  encore  arriver 

que  ces  quantités  devinstent  nulles  en  même  tems  ;  dans  ce 

cas  ;   la  courbe  aurait   une    asymptote   passant   par   l'ongine 

des  coordonnées ,  dont  la  direction  serait  donnée  par  la  valeur 

dr        .  , 

du  --^  qui  répond  à  la  limite  des  valeurs  de  x.    Au  reste , 
ux 

nous  reviendrons  bientôt  sur  cette  question  des  asymptotes  y 

pour  la  traiter  avec  toute  la  généralité  qn'elle  comporte. 
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CHAPITRE    XVI. 

f 

Théorie  des  Contacts  et  des  Développées  des 

Courbes  planes. 

PouRt» considërer  la  question  d'une  manière  générale;  soit 

l'équation  d'une  coatbe  quelconque  proposée  ^  et 

l'équation  d'une  ligne  droite  ou  d'une  autre  courbe  qu'on 
veut  comparer  à  celle-là  :  âp  et  j^  sont  les  coordonnées  de  la 
première  courbe  ^  p  et  q  celles  de  la  seconde ,  et  toutes  ces 
coordonnées  sont  rapportées  à  la  même  origine. 

Four  que  ces  deux  courbes  aient  un  point  commun  relatif 
à  l'abscisse  x,  il  faut  qu'en  faisant  l'abscisse  p=:Xj  les  or- 
données scient  égales  ,  ou  qu'on  ait  ^  =  j^. 

Pour  comparer  maintenant  le  cours  de  ces  courbes  au-delà  du 
point  commun ,  on  écrira  dans  leurs  équations  ,  x  '\^  i  pour  x 
Cl  pour  p y  et  Ton  auray(ap  +  ')>  ^(^"ï"  *)  P^"*"  ^^  ordon- 
nées des  deux  courbes  qui  répondent  à  la  même  abscisse ,  et 
qui  sont  éloignées  de  la  quantité  i  de  l'ordonnée  au  point 
commun.  Doue  la  différence  D  de  ces  ordonnées  sera*.^ 
y  (  a;  +  '  )  — ^  ^  (*  +  ^)  9  c'est-à-dire ,  qu'on  aura 


J 
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/ëtant  ntte  qiUBtitë  indéterminée  (pag.  170)9  mais  renfermée 
entre  les  limites  zéro  et  i. 

Supposons  maintenant  qne  les  deux  courbes  soient  telles 
^'on  ^xiJ'xi^F'x)  oatre  un  point  cooHnnn  ,  elles  prendront^ 
en  ce  point,  une  tangente  commune ,  puisque  (chap.  XV) 
f'Xj  F'x  expriment  les  tangentes  trigonométriques  des  angles 
faits*  par  les  tangentes  pour  l'abscisse  x  ayeo  une  parallèle  à 
Taxe  des  abscisses  :  on  aura  donc 


î^ 


D  =  ^[P{x^j)^F9(^x+j)l. 
Ce  rqppfochement ,  pour  f^x  =  F^x ,  deviendra 
D  =  ^  [y«»(x  4.  j)  _/^//( ,  +  y) ] , 

€l  ainsi  de  suite ,  en  prenanty^''x  =  F"'jp  etc. 

'Il  est  visible  qne  chacune*  de  ces  différences,  pourra  ton  jour» 
être  rendue  plus  petite  que  la  précédente,  abstraction  faite 
des  -signes  \  car  on  pourra  toujours  déterminer  i  de  telle  ma<- 
niere  qu'on  ait ,  par  exemple  ^ 

-^  c/^*(«+7)-/™'(x+y)]<4-  [/"(«+y')-^(*+/)]i 

ce  qai  revient  k  satisfidre  à  l'inëgaUté 

où  Tabscisse  x  est  dominée;  et  7  une  quantité  entre  zéro  et  t; 
et  il  est  visible  aussi,  que.  cette  condition    ne  peut  avoir  lieu 
pour  une  valeur  déterminée  de  i ,  sans  être  remplie,  à  plus 
forte  raison ,  pour  des  valeurs  plus  petites  de  /. 
Supposons  que  dans  l'équation 
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Fig.  2.  qui  est  celle  de  la  courbe  DMC^  il  entre  n  c^nstente  ;  la 
nature  de  cette  courbe  ne  changera  pas  y  si  Ton  fait  varier 
ces  constantes  sans  altérer  la  relation  entre  p^qtX  ctt  mêmes 
constantes  \  seulement  la  courbe  prendra  nne  autre  {losîtkm  y 
elle  passera  par  d'antres  points*  Ainsi  j  la  question  de  trouver  ^ 
parmi  toutes  les  courbes  re[H^sentées  par  ^z=.Fpy  les  n  cons-> 
tantes  comprises  dans/^^  étant  arbitraire^  celle  dont  le  cours 
8*approche  le  plus  de  celui  de  la  courbe  idonnée  HM3  >  Te«> 
présentée  par  y  '=^Jx  y  se  réduira  à  déterminer  les  n  cons- 
tantes qui  sont  les  élémens  de  4>oiition  de  la  courbe  DMC^ 
de  manière  que  les  n  premiers  termes  des  deux  développemens 
de y^(x -{-<)>  -^"(«+0  deviennent  égank^  ou  de  jiianière 
qu'on  ait  ces  n  égalités  y 


/ 


fx  :=zFx  y   J'x  =  Fx  y   J^x  =  F"x  ,  etc. 

Dès  «lors  il  sera  impossible  de  faire  passer  entre  'les 
deux  courbes  DMC  et  HMB  une  trrâième  couiim  dont 
réquation  S  :=i  ^r  renfermerait  moins  de  n  constantes  tslAi» 
traires  y  cette  courbe  devant  d'ailleurs  avoir  le  point  M  coramoa 
avec  les  deux  premières.  Pour  le  démontrer  y  posons  les  trois 
développemens        ' 


\.  - 


.  /(«  +  0  =  /^+»/'«  + 


i"~'  -,         .  i" 


/(— .)a:  + y«(x+/); 

i...(/»'— j)  '  i.a...n  .       . 

F (x  +  i)  =  Fx  +  iPx+ .......  .       .     . 

+ ^""'      ,  F("-0«  H i^  FW  {x-^))  f 

i...(n —  i)  i.^.^.n 


<p  (a?  +  0=^^-f  »Va?  + 


rW  — I  I  £« 


• 


>     t 
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h  qpxnûvè  Jp  tojajours  comprise  entre  xëro  et  »,  ponrant  n'être 
pas  h  même  dans  les  trois  développemens* 

Si  Ton  désigne  toujours  par  D  la  difFérenee  des  dera  fvt^ 
miers  dëveloppemens  |  on  anra^  à  raiaon  de  Tégaliié  des  n 
premiers  termes  y 


i*2» • •n 

^  à  l'on  note  par  ù,  la  diff<frtnce  entre  le  premier  et  le  troi« 
sième  dëreloppeœent ,  dont^  on  ne  peut  égaler  que  las  ti  —  t 
premiers  termes ,  parce  que  fr  n^  contîeni  çie  ce  nombre  de 
constantes  arbitraires  ^  on  ann 

Or  la  diflerence  D  pourra  toujours  4tre  rendue  moindre  que 
A ,  abstraction  Siite  des  signes  ^  puisqu'il  suffira  de  prendre  i 
tel  qu'on  ait 

Coasidârons  de  nouveau  lee  deux  équations 

dont  la  seconde  renfenne  n  constantes  arbitraires  «,  et  snppo* 
sons  n  nombre  pair  ;,  on  pourra  écrire  la  différenôe  D  çi-dessoa 
ainsi  ^'il  suit 

t  •  •  •it- 


i...n{n-ft) 
et  il  en  résulte  que  comme  il  est  toujours  possible  de  diminuer 

£  à  tel  point  qu'on  ait 

/•«  -  F-x  >  — i—  ly-^'  {x+J)  -  F-^«  {X  +7)] , 

le  signe  de  D  ne  dépendra  pins  que  de  Mm  de  »"  :  ainsi  lorsque 
la  diCférence  /"«  —  f^x  sera  positive  pour  ta  valeur  de  x 

i5  ♦ 
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qu'on  considère^  nëcessairement ,  à  droite  et  à  gauche  da 
point  commun  ,  et  dans,  une  très -petite  étendue  ;  la  courbo 
Fi^.  3.  DMC  s6fa  an--dessous  delà  courbe  HMB\  et^  au  contraire, 
elle  sera  au-dessus  ,  si  la  différence  f^x  —  F^x  est  négative* 
Si  n  efit  impair  y  et  que  J^x  —  F"a:  soit  ^  o  ,  la  courbe  DM0 
sera  au-dessous  de  H  MB  ,  à  droite  de  M,,  et  au-dessus  à 
gauche  y  toujours  en  s'écartant  très«peu  dans  les  deux  sens* 
Ainsi ,  quoique  la  courbe  DMC  touche  la  courbe  HMB  ea 
M  y  cependant  elle  la  coupe  dans  ce  point.  Nous  reviendrons 
plus  loin  sur  cette  circonstance. 

«(  A  proprement  parler  j  dit  M.  Lagrange  j  ^ans  les  FonC'^ 
u  lions  analytiques  y  les .  courbes  ne  coïncident  que  dans  le 
«  point  ou  les  coordonnées  sont  égales  ^  et  l'égalité  des  deux, 
(c  trois  ,  etc. ,  premiers  termes  des  développemens ,  ne  les  rend 
ce  pas  plus  coïncidentes  dans  d'autres  points ,  mais  elle  les  fait 
tt  approcher  de  manière  qu'aucune  autre  courbe  pour  laquelle 
«c  le  même  i^orabre  d'égalités  n'aurait  pas  lieu  ^  parce  que  le 
t(  nombre  de  ses  constantes  arbitraires  ne  le  comporterait  pas , 
t(  ou  parce  que  quelques-unes  d'elles  resteraient  indéterminées, 
«  ne  puisse  passer  entre  les  deux  premières  courbes.  » 

Le  contact  qui  résulte  des  égalités  ^  = /^x ,  y^«  = /^'x 
est  dit  :  contact  simple ,  ou  du  premier  ordre.  Le  contact 
résulunt  des  trois  égalitésyx=Fx, /'j:=F'x,/^x=F^x, 
est  dit  :  du  second  ordre.  En  général ,  deux  courbes  repré- 
sentées par  jr  =^  et  q  z=iFp  ^  ont  nn  contact  de  Vordre 
7t  —  1  ;  lorsque  les  n  premiers  tenues  des  déYeloppemens  de 
J  {x  +  i)  et  F {x  '\'  i)y  sont  égauxt 

Mous  allons  éclaircir  ces  principes  par  quelques  applications* 

Soit  une  courbe  quelconque^  qui  ait  pour  équation 

* 

ft  comparons -la  avec  la  Ugne*  droite 


/ 
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4  et  &  étant  les  deux  conslantet  qui  en  fixent  la  position.  La 
condition  d%in^point  commun ,  donnera  fx  =  Fx^  c'est-à-dire  , 

fxzizax  -^hf 

équation  qui  servira  à  déterminer  l'une  des  deux  constantes 
a  y  6  ;  l'autre  sera  fournie  par  la  condition  f^x  s=  F'x  ^  qui 
donnera 

àx 

La  substitution  de  ces  valeurs  de  a  et  de  &  dans  l'équation 
de  la  droite,  la  changera  dans  celle  d*u|»e  tangente  à  la  courbe 
jr  •=^fx,  an  point  dont  les  coordonnées  sont  x  ^  y  y  en  sorte 
qu'on  aura  cette  équation  de  la  tangente 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forra« 

dr 

m  x  tX  y  M>nt  les  coordonnées  du  point  de  tangence  ^  et  <^ 
et  p  les  coordonnées  générales  de  la  tangente.  C'est  l'équation 
trouvée  aulf-ement  dans  le  chapitre  précédent. 

Je  dis  que  cette  dnnte  jouit  de ,  cette  propriété  qu'aucune 
antre  droite  ne  pourra  être  menée  entre  elle  et  la  courbe  \ 
car  soit 

/équation  d'une  autre  droite  quelconque  ;  pour  qu'elle  passe 
par  le  même  point  commun ,  il  faut  que  l'on  ait  aussi 

f^x  =/r , 

•t  pour  qu'elle  puisse  passer  ei^tre  la  courbe  et  la  droite  que 


/ 
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nous  venons  de  considérer ,  il  faudra  ^  de  plus  9  qae  Pon  ait 

Ces  deux  conditions  donnent 


g  +  /ix:=fx,    A  = 


EL 
àx 


> 


d'où  l'on  tire,  pour  les  constantes  h  et  g^  les  valeurs  prëcé* 
demment  obtenues  pour  a  et  6  ;  de  sorte  que  cette  dernière 
droite  coïncidera  avec  la  première.  Le  contact  le  plus  intime 
entre  une  courbe  et  une  droite  ^  est  donc  un  contact  du 
premier  ordre. 

On  déduira  aisément  de  la  Inéquation  de  la  normale  et  les 
expressions  de  la  sous* tangente  et  de  la  sous -normale. 

Prenons  maintenant  le  cercle  pour  le  comparer  avec  la 
courbe  proposée  j'  =^Jx.  Le  cercle  rapporté  aux  coordonnées 
rectangulaires  p  /ti  q ,  p  étant  l'abscisse  et  q  l'ordonnée ,  a 
pour  équation 

'  (7  — *)V+(p  — «)*  =  '*, 

oîi  a  et  6  sont  les  coordonnées  du  centre  ^  et  r  le  rayon. 
Ces  constantes  arbitraires  étant  au  nombre  de  trois ^  il  pourra 
y  avoir;  entre  le  cercle  et  la  courbe^  un  contact  du  second 
ordre.  ^ 

On  tire  de  l'équation  du  cercle 

q^b+y/{r^^(p^a)-}  =  F)i,', 

ainsi ,  la  condition  Jx  ==  Fx  donne 

On  a  ensuite  y  :r  =  i^a: ,  c'est-à-dire,  -p- =  — - — ^}   oa 

d^^  jr  —  a 


J 
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tt  enfin  fnx=.Fnx,  ou  V^  = ^*  9^   donne 


ÎT** 


dr 
De  la  seconde  équation  on  tire  ^  en  désignant  -j —  par  y^^ 


V{^'~(*— *»r}=— 


d« 
5:  —  a  • 


el  de  & 

'•y 

X  —  fl=  .  *   .  (i) 

La  première  donne 

r  yi  +  r'^ 

d*r 
La  troisième,  en  y  faisant       ^  =  J^^,  «t  remplaçant. . . . ,, 


dx 


X  — a 


|/r^  —  (jp  —  a)*  par  sa  \alcur j^,  ou  par  — ■ 

devient 

^  -       p p      » 

d'oii  Ton  déduit 

Substitnant  cette  Taleur  de  r  dans  (i)  et  (a) ,  on  trouTert 

w -=«-^2:^,  '=^+^ « 

Les  trois  constantes  a  ^  b  et  r  y  qui  entrent  dans  l'équation 
générale    du    cercle ,   étant    ainsi    déterminées  ^  on    en  peut 


■"c^ 


r 
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conclure  qu'aucun  autre  cercle  ne  pourra  passer  entre  la  courl>e 
proposée  et  le  cercle  détermine  de  position  par  ces  valeurs 
de  a ,  h  et  c.  En  eflfet  ^  pour  qu'un  autre  cercle  5  =  ^r , 
rapporté  aux  coordonnées  rectangulaires  s  et  r^  s  étant  Tor- 
donnée  et  r  l'abscisse ,  p6t  passer  entre  la  courbe  et  le  cercle 
4ont  il  s'agit  y  il  faudrait  que  l'on  e&t 

dy  dv 

or  I  les  constantes  arbitraires  étant  ^  pour  ce  second  cercle , 
^1  /{|  ky  en  les  déterminant  d'après  ces  trois  conditions  ^  on 
aura  ,  pour  g ,  fi  ot  k  ^  exactement  Tes  mêmes  valeurs  que 
pour  a  y  b  tt  c\  par  conséquent ,  le  nouveau  cercle  coïnci- 
dera avec  le  premier ,  et  n'en  forqiera  qu'un  avec  lui. 

Le  cercle  ainsi  déterminé  ,  aura ,  avec  la  courbe  y  ^='fx  » 
un  contact  du  second  ordre j  et  il  jouirai  relativement  aux 
cercles  ^  de  la  même  propriété  que  la  tangente  à  l'égard  des 
lignes  droites  \  par  cette  raison  ,  les  géomètres  l'ont  nommé 
cercle  osculaieur ,  ou  cercle  de  courbure ,  parce  qu'il  sei  t  à 
mesurer  la  couibure  de  |a  courbe  au  point  de  contact.  Le 
rajon  r  de  ce  cercle  se  nomme  rayon  de  courbure  y  parce 
que  la  courbure  de  la  courbe  au  point  de  contact  |  est  en 
raison  inverse  de  la  longueur  de  ce  rayon  }  les  quantités  a 
et  b  sont  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  osculateur. 
Ainsi  y  on  pourra  toujours  décrire  le  cercle  osculateur  en  un 
point  donné  d'une  courbe. 

En  regardant  le  rayon  r  comme  *donné  dans  l'équation  du 
cercle  f  il  ne  reste  plus  d'arbitraires  que  a  et  ^ ,  pour  les- 
quelles on  a  ces  déterminations 

eu  sorte  que  ce  cercle  est  tel  qu'entre  lui  et  la  courbe  on  fie 
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ponrrait  Êiire  passer  aucun  autre  cercle  de  même  rayon.  Ainsi 
ce  cercle,  quoiqu'ajant  avec  la  courbe  un  contact  moins  în- 
tînie  que  celui  dont  les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon 
satisfont  aux  trois  conditions  • 

fx  =  Fx,  J'x:=iPx^   px^rzF^Xf 

la  touche  cependant  dans  le  point  commun ,  p^isquVn  ce  point , 

la  courbe   et   ce   cercle  ont  mteie  tangente^   ce  qui  résulte 

'dy 
de  ce  que  le   ■      ■  au  point  commun  ,  est  le  même  pour  la 

courbe  et  le  cercle. 

0>nune  cette  conclusion  a  lieu  y  quelle  que  soit  la  valeur 
du  rayon  T;  on  peut  regarder  le  rayon  r  comme  indéterminé 
dans  les  expressions  ci-dessus  de  a  et  de  ^  ^  alors ,  ces  coor* 
données  appartiendront  à  une  ligne  droite  dont  Téquatioa 
résultera  de  Télimination  de  r^  opération  qui  donnera 

et  après  avoir  remplacé  h  par  ^ ,  et  or  par  p  ^ 
•  dx  . 

Cette  droite  sera  ddnc  le  lieu  des  centres  de  tons  les  cercles 
qui  peuvent  être  tangens  à  la  courbe  au  même  point  j  elle 
sera  donc  normale  à  la  courbe  \  et^  en  effet ,  nous  retrouvons 
l'équation   de  la  normale  (  pag.  a  1 6  )• 

Si  l'équation  y  ^=^fx  devient  celle  des  sections  coniques 
qui  ont  un  centre  ^  et  qui  sont  représentées  par 

on  trouvera 


mn 
rfitx 


\m  (I  -^m;x*+  /i}* 
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^— J*  — p. 

|m(i +  '»)  ar'+'^l  * 

On  appelle  développée  la  courbe  qui  est  le  lieu  des  centres 
,  des  cercles  osculateurs  ;  les  coordonnées  de  cette  courbe  sont 
donc  celles  des  Centres  de  courbure  ^  que  nous  avons  dési- 
gnées par  a  et  é.  Pour  obtenir  l'équation  de  cette  développée  , 
il  faut  y  dans  les  expressions  (4)  et  (5)  de  a  et  6^  remplacer 
jTy  y  y  x'^y  par  leurs  valeurs  en  x^  déduites  de  l'équation  de 
\di  courbe^  puis  éliminer  x  :  le  résultat  de  cette  élimination 
sera  Téquation  cherchée. 

Faisons  le  calcul  podr  la  parabole  de  Téquation 

i 

f^'zzmxi 

en  la  résolvant  par  rapport  à  x,  on  a 

Ax        ^y  ,      d'x         a 

Or  les  formules  (4)  et  (5) ,  rapportées  à  l'hypolhèse  de  y  va- 
riable principale ,  se  changent  dans  celles-ci  : 

* 

a— X=i:4- — — — ,    b^jr= ^ , 

on  conclut  de  là 

Mettant   dans  ces    expressions   pour  y  sa  valeur  rn^x^j  il 
viendra 

3 

^^^j_- _^  ^  —  a=*— 2« ->  d'où  x~^  f  a— —  J. 
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Portant  cette  valeur  de  x  dans  b  y  on  trouve  y  en  faisant 
m  =  2/7 , 

équation  à  la  développée  de  la  parabole.  Pour  a=rp  on  a  Fig.  î. 
Z»  =  G,  en  sorte  que  l'origine  de  cette  développée  est  au  foyer 
F  de  la  courbe  :  pour  porter  l'origine  des  coordonnées  en  jP, 
on  fera  a^^p^za^^  d'où  résultera 

b^  = , 

équation  comprise  dans  j^  =  2 /?«'',  qui  représente  une' fa- 
mille de  courbes  dont  la  parabole  ordinaire  n'est  qu'un  cas 
particulier.  La  précédente  est  nne  parabole  du  troisième  degré 
formée  de  deux  branches  FD  ^  Fà^  symétriques  par  rapport 
à  Taxe  AX ,  et  dont  la  première  est  le  Heu  des  centres  de 
courbure  pour  la  branche  AM  y  et  la  seconde  est  celui  des 
centres  pour  la  branche  Am, 

Pour  mieux  concevoir  la  nature  des  développées,  en  général,  Fig.  4« 
imaginons  que  d'pn  point  quelconque  C^  et  avec  un  rayon 
quelconque  r,  on  décrive  un  très -petit  arc  de  cercle  mm^y 
que  l'on  prolonge  le  rayon  extrême  m' C  d'une  quantité  quel- 
conque CO,  de  manière  à  former  un  nouveau  rayon  r',  et 
qu'ayec  ce  rayon  on  décrive  un  nouvel  arc  m'm^ ,  que  l'on 
prolonge  encore  le  rayon  extrême  m''C  d'une  quantité  quel- 
conque 001  y  de  manière  à  former  un  troisième  rayon  r^,  ^ 
avec  lequel  on  décrira  un  troisième  €u*c  mllm}"y  et  ainsi  de 
suite)  on  formera  une. série  d^arcs  de  cercle  qui  se  toucheront 
par  les  extrémités,  «t.  dont  les  centres  O^  C'^y  O",  etc.,  se- 
ront les  angles  d'un  polygone ,  qui  aura  pour  côtes  les  diffé- 
rences r^  —  f,  r^  —  r'j  r^'—r^,  etc.  Si  on  imagine  ce  poly- 
gone enveloppé  d'un  fil  tel  que  la  partie  extrême  soit  dirigée 


\ 


t 
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suivant  le  premier  cAtë  CC  du  polygone  ^  et  sVtende  de  U 
quantité  r  au-delà  de  ce  polygone  |  il  décrira ,  par  son  exfré* 
mité  m  y  la  suite  des  arcs  que  nous  Venons  de  considérer. 
Maintenant,  plus  les  arcs  seront  petits ^  plus  leur  suite  appro- 
chera d'une  courbe  continue  dont  ils  seront  les  arcs  oscula- 
teurs  ,  et  plus  le  po'ygoiie  approchera  de  la  courbe  formée 
par  les  centres  des  circonférences  osculatrices  ;  ces  deux  courbes 
sont  donc  les  liuiiles.des  arcs  et  des  polygones  ^  et  tout  ce  qui  a 
consiamuient  lieu  dans  ces  suites ,  a  lieu  également  pour  ces  cour^ 
J)es.  On  peut  donc  concevoir  une  courbe  quelconque  comme  for- 
mée paf  le  développement  d'un  Blqui  enveloppe  la  courbe  qui  est 
le  lieu  des  centres  des  cercles  osculateurs.  Nous  avons  dit  qu^on 
nommait  cette  courbe  développée j  et  la  première  est  dite  déyelop* 
panic.  On  voit  par  là,  i".  qu'un  arc  quelconque  de  la  développée  ' 
est  égal  à  U  différence  des  deux  rayons  de  courbure  de  la 
développante I  correspondans  aux  deux  extrémités  de  cet  arc; 
2^^.  que  le  rayon  de  courbure  est  tangent  à  la  développée. 
Or  y  la  développante  étant  une  courbe  algébrique ,  on  aura  | 
au  moyen  des  formules  précédentes ,  ses  rayons  de  courbure 
et  la  nature  de  sa  développée ,  exprimés  algébriquement.  On 
aura  donc  ainsi  une  infinité  de  courbes  algébriques  rectifîables , 
c'est-  à-dire ,  telles  qu'on  poura  assigner  une  ligne  droite  de 
même  longueur  qu'une  portion  quelconque  de  leur  contour; 
c'est  en  quoi  consiste  la  théorie  des  développées  d*HujrghenSf 
qu^on  n*avait  démontrée  que  par  des  considérations  géomé- 
triques. Nous  allons  obtenir  les  mêmes  conclusions  par  l'analyse. 
A  cet  effet  y   nous  reprendrons  les  équations 

{x—ay  +  iy  —  by^r-.   .   .   .  (i) 

dr 
X  «^  a  -f-  -r —  (jr  —  6)  =  o«    .   .   .(2) 

ÙX 
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ipâ  remphcent  celles-ci 

j.=  6  +  V{'*  — (X  — a)*}, 
dy.  ar  —  a 

dy y^ 

trouvées  (pag*  aaS  et  229).  Si  Pon  différentie  les  deux  pre- 
mières I  eu  observant  que  a^  b.  et  r  varient  avec  or  ^  on  aura 

('-).(-è)+(^-Kè-^)=''è «' 

Or  les  équations  (1)^  (2)  et  (3)  ont  lieu  pour  chaque  point  de 
la  développante  ^  et  les  équations  (4)  et  (5)  ont  lieu  pour  la 
totalité  de  ces  points  ;  donc  ces  équations  existent  ensemble  : 
mais  l'équation  (3)  réduit  (5)  à 

du         ây      db 

d^+d^-di"  =  '' ^^^' 

et  réqnation  (2)  réduit  (4)  à 

ia                        db           dr 
_(^_-«)-__(j._i)^«r~ (7). 

dr 
Si  on  élimine  --p-  an  moyen  du  équations  (2)  et  (j3)  p,  on 

aura  ceUe-ci 

V  d^  ^,  ia 

laquelle  étant  combinée  avec  (1)  donne 

da  db 

dx  ,  da: 


X 


K(ë)-+(0     vay^ay 
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De  plas,  si  on  fiobstUne  cet  ¥11611»  de  x  et  dey  dans  {f),  on 
trouvera 

è=]/{(è)+(0l- 


Hais    comme   on  peut    prendre  a  pour  vanablç    principale  ^ 

.         -«^e-  ^  ^       dr        da       dA 

on  remplacera  (chap.  Vu ,  pag.  89) ,  -^  p  -j^ ,   -^  f  par 

à)r        ix        da       dx       db        dr      ,       ,  .  .    .  j. 

-T-  •  -7—  >  -j—  •    T-  9  T^  •   "T-  >  1«»  ^«'"^  pomts  mdi- 
da       da  '    da       da        da        da 

dm 
quant  un  quotient 5  et  multipliant  de  part  et  d'autre  par  --| — y 

on  trouvera 


è=i/{'+(0} 


Or,  nous  démontrerons  (cbop.  XVII)  qne  cette  expression 
est  celle  du  coefficient  difTérenticl  de  l'arc  d'une  courbe  ayant 
pour  coordonnées  a  et  &  ^  en  sorte  que  si  Ton  nomme  s  cet  arc  , 
on  aura  dr  =  d5,  d\ni  résuite  r=5y  ou  ^  plus  généralement, 

h  étant  nne  constante  qui  disparait  par  la  diflBéraotîation.  Ainsi  ^ 

les  rayons  de  courbure  sont  égaux  aux  arcs  de  la  développée  ^ 

augmentés  d'une  lon^pMur  constante  h  j  e^  conséqueniMentc  les 

rayons  dti  courbure  varient  par  les  mêmes  différences  que  les 

arcs  de  la  développée» 

Fie.  5.       ^°  second  lien ,  l'angle  que  la  tangente  en  nn  point  N  de 

la  développée,  fait  avec  l'axe,  c'est-à-dire ,  l'angle  NRX^  a 

'  db         ' 

pour  tangente  trigonométrique  -r — ,  en   désignant  par  a  et 

Qa 

b  les  coordonnées  AP  ^  PN  ;  cette   tangenta   rapportée  & 

X  variable  principale ,    est    donc    exprimée   par  le   rappprt 
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4i  ;    ^  :    d'aiHenr,  le  r.,on  NM  6.    cercle  oKulateur 

en  M  à  la  courbe  AL ,  dont  les  coordonnées  sont  x  et  j , 

étant  perpendiculaire  à  la  tangente  en  Af^  la  tangente  trigo-< 

nométrique  de  Tangle  MRX  a  pour   expression  (  pag*  216) 

dx  I 

-*-  -r —  =  — -  --r —  ;  or  réquation  (6)  donne 

dx 

àb         àa  dr 

do;    '     dar  *      dx 

Il    est   donc   démontré    que  la  droite   qui  est  tangente  à  la 
développée ,  est  normale  à  la  développante ,  ou  réciproquement. 

Nous,  ferons  une  autre  application  de  la  théorie  exposée 
jJfiTns  ce  chapitre  et  dans  le  précédent  ^  à  la  courbe  célèbre 
connue  sous  le  nom  de  Roulette  ^  ou  de  Cycloïdé.  On  ne  sait 
pas  au  juste  quel  est  celui  qui  j  le  premier ,  en  a  remarqué 
la  génération  ,  mais  il  est  certain  que  les  Français  sont  les 
premiers  qui  se  soient  livrés  à  la  recherche  de  ses  propriétés. 

La  cj'çloïde  est  la  courbe  décrite  par  l'un  des  points  de  Fig.  6. 
la  circonférence  d'un  JCercle  qui  roule  sur  une  ligne  droite. 

Nous^  pouvons  supposer  l'origine  de  la_  cycloïde  en  ^  ^  en 
sorte  que  le  cercle  ,  dans  sa  prenâëre  position  ^  touche  en 
ce  point  la  droite  y^X,  D'après  la  loi  de  génération,  le  cercle^ 
en  roulant ,  applique  sikccessivement  tous  l«s  points  de  sa 
circonférence  sur  la  droite  j4X^  d*oii  il  résulte  qtie  lorsque 
le  cefcle  générateur  est  dans  une  position  quelconque  QMG^ 
la  distance  u(Q  entre  les. deux  points  de  contact,  est  égale 
a  l'arc  MQ  compris  ent^e  le  point  décrivant  M ,  qui  était 
d'abord  en  A  y  et  le  poml  de  contact  Ç.  Lorsque  le  point 
décrivant  est  revenu  «ur  Taxe  AX  tn  L^  AL  est  la  circoo^ 
férence  du  cercle  générateur  ,  rectifiée  ,  et  la  trace  de  ce 
point  est .  la  cycloïde  AMKL  dont  il  a'agit  de  trouvée 
réqaation.  *  ' 
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Or,  AP's^x^  PMzsiY  étant  les  coordduiées  da  p<nnt 
M  y  la  loi  de  génération  que  nous  venons  d'énoacer,  se  tra* 
duit  ainsi  : 

X  =  ^Q  —  JPQ  =  arc  Mnq  —MNi 

c*e8l-à-dirc, 

X  =  arc  (sin  verse  =  QN)  —  MN , 
ou  

X  =  arc  (sin  verse  =y  )  —  va  «y  — j^»  , 

en  désignant  par  «  le  rayon  du  cercle  générateur.  Telle  est 
l'équation  finie  de  la  cjrcloïde  |  qui  est  transcendante ,  puis- 
qu'elle renferme  une  ligne  trigonométnque. 

Mais  l'arc  MnQ  peut  être  désigné  par  son  sinus  MN^  qui 

est  |/a«f  — y*|  en  sorte  qu'on  a  ainsi 

X  =  arc  (sin  =  V^aojr— jr»)  —  V/a*;^ — y\ 

Or  (  pag.  43  ) 

i  adr* 

d  ( arc  (sin  ï=i  K  2«j-  — /••))  =  r  (*) ^ 

Ka«jr— J* 


(^  En  parunt  de  jr  =  ûa  x ,  nous  ayons  uouTé  (  châp.  fV  )  .  •  .  • 

-^—  :s  cos  X,  pour  le  rayon  s=  1  »  donc  |  pour  le  rajon  c=  r,  on  a«n 

dv*  cot  X  '  . 

—j —  ^  -^—  j  et  conséquemment  la  difiérentielle  de  arc  (ain^  x)  étant 

QX  ^ 

dx  rdx 

pour  le  rajon  =:  l^  iera  —  pout*  le  rayon  r|  or| 


^^  I  —  XX  V/  r"  —  XX 

dans  le  cas  dont  il  s*a^ ,  x  =s  (/a  a/-  —  /^ ,  et  coniéqneauDent  •   .    .  • 

dx=     *     ^  ;  d'aillenn  |/r  —  x»  =  V^«>  —  a«/*-t-7«s«    y^; 

V  a  of  —  y^ 

rdx  adx  «dK 

donc  -|  ou  "  deTiendra 


Vr  — *•  V^«»  — X*  i/a.y^— y* 
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D'alUeurt , 

donc  r^uitîon  différentielle  de  la  cycloïde  est 


En  changeant,  dans  cette  équation ^  «  en  «w  — x,  «»  étant 
la  demi-circonférence  du  cercle  générateur,  et  j^  en  a«— j^, 
on  aurait  pour  équation 

do?        ^     a« — jr* 
En  partant  de  Téquation  diflférentielle 


2«  —  7" 


dx 
tm  troute 

yàx  yy 

ious^tang  =  ^ —  c=  — .  9 

"ÏT  \/7uj'—yy 

et 

sons-norm  =  -^^—^  =  V^2«y— ^* 

dx 

Ces  deux  valeurs  sont  faciles  à  construire  :  en  effet ,  à  canse 
de   QN=MP  =  ry  Tordonnée  MN  àxx  cercle  générateur, 

est  =r  v/a-j*  —  yy,  ainsi ,  PQ  =  MN  étant  la  sous-no^iale , 
la  corde  MQ  de  l'arc  Jlf/iQ  sera  la  normale ,  et  conséquem- 
ment  la  tangente  MT  sera  le  prolongement  de  la  corde  MG 
qui  sous*tend  Tare  supplément  de  MnQ. 

On  pourra  rapporter  ce  point  M  sut  le  cercle  fixe  gfngf 


\ 
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de  même  rayon  qne  le  cercle  gëné»-ateur,  ce  qui  se  fera  en 
tirant  la  droite  jl(fm  parallèle  k  jiX}  alors ,  si  on  mène  MT* 
parallèle  à  mg ,  et  AJQ  parallèle  à  mq  ^  on  aura  la  tangente 
et  la  uoniiale  en  AI» 

Passons  maintenant  à  la  recherche  du  rayon  de  courbure. 
P^ous  avons  déjà 

>  dx  y 


4r  |/a«^_^» 

on  déduit  de  là 

>«- y(a — y) 

y  2  uj—r  —  ,      ,^  .  :   ■ 

Faisant  ces  substitutions  dans  l'expression  du  rajon  de  courbure 


(i  +a:'*)» 


x'f  ~  -t-ii  > 


x'^ 


rapportée  à  l'hjrpothèse  de  y  variable  principale  (page  82),  on 
trouvera 

Ce  résultat  montre  que  le  rayon  de  courbure  MM'  est  double 
de  la  normale  Mi^  y  et  qu'ainsi  sa  plus  grande  râleur  est  le 
double  du  diamètre  du  cercle  générateur ,  diamètre  qui  est  en 
même  tcms  Tordonnëe  et  la  normale  au  point  K  pour  lequel 
la  tangente  devient  parallèle  à  l'axe  AX. 

Les  formules  x  —  a^  y^^h ,  toujours  rapportoet  à  Thypo- 
thèse  de  y  variable  principale  9  deviennent  ^  après  les  subs-* 
titutions    faites    pour    x'   ^\  x^^    de   leurs  valfuifs  trouvées 


DK  Calcul  DiFPÉABifTiBL.  241 

(pag.  282),  et  les  réductions 

^  -^  «  =  —  2  V'2  «7  —yy  ,    y^h:=.iy  ^ 
d'où  l'on  tire 


Ces   valeurs  de  a:  et  de  ^ ,  rapportées  dans  l'équation  de  la 
cycloïde  en  quantités  finies^  la  changent  dans  celle-ci 

^ — 2  V^ —  aa6  —  ^6=arc  (sin  vers=—  £>)  —  y^ — ^k^ — bb^ 

qui  devient 

a  -=:  arc  (sin  vers  r=  —  ^)  +  K  —  2  «6  —  ^^. 

d'oïl  on  conclut  que  la  développée  de  la  cycloïde,  n'existe  que 
pour  des  ordonnées  négatives.  On  changera  donc  le  signe  do 
h  ,  et  Tcqualion  précédente  deviendra 


a  =  arc  (sin  vers  =  ^ )  -j-  V/2  a.b  -^bb  j 

équation  qui   se  rapproche  ^   par  sa  forme  ^   de    celle  de  la 
cycloïde% 

l*our  A  =  o,  on  trouve  11  =  0;  ainsi,  la  développée  touche 
Taxe  AK  à  l'origine  X  des  coordonnées  ;  pour  h's=:z  2.a,  on  a 
az=zAI^=z\JlLr:rz'ïïy  ;i^  étant  la  demi-circonférence  du  cercle 
générateur,  en  observant  que  Parc  qui  a  pour  sinus  verse  le 
diamètre  ;  est  la  demi-circonférence.  Donc,  si  l'on  prolonge 
Kl  au-dessous  de  l'axe  AL  d'une  longueur  lA'  =  IK  diamètre 
du  cercle  générateur.  Te  point -^'  sera  à  la  développée  :  on  pourra 
transporter  l'origine  des  coordonnées  u  et  6  à  ce  point  A^^  et, 
pour  qeia,  il  faudra  anpposertf=^/— /£=ir  — -^'P'=5r— tf% 
b  =  EP'  —  FM'  =  lA'  —  P'M'  =!iM  —  b':  ces  subsUtu- 
tions  faites  dans  la  dernière  équation  ,  donneront 

w  —  û'  c=  «rc  (sin  vers=:(2«  — ^0)  +  V(2a^'  —  ^'^')i 

16 


\ 
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d'où  Ton  tire 


y 


a'  =  7t  — uarc  (sîd  veri  =  (2 1«  — ^'))  -^  \/(  aa6'  —  ^'t'). 

Or,  l'ire  qui  a  pour  sinus  verse  2«  — ^',  c'est- à -dire  9 
EM'  =  QN%  est  Qn'M'y  et  »—  cet  arc,  est  l'arc  M'p'Q^ 
çpd  a  JV'Q'  ou  ^'  pour  sinus  verse  ^  ainsi 

a'  =  arc  (sin  (vers  =  h'))  —  k  act(/  —  ù'b'^ 

équation  d'une  cjrcloïde  dont  Torigine  est  en  A',  décrite  sur 
Taxe  A'B^  par  le  même  cercle  générateur^  mais  en  supposant 
d'abord  le  point  A/'  en  A' ,  et  le  cercle  roulant  de  A^  vers  B\ 
La  même  conséquence  pent  se  déduire  de  la  longueur  MM' 
Ax  rayon  de   courbure   trouvée  ci- dessus  ^    et  exprimée  par 

2  K  2  le^  =r  2  MQ  ;  car  si  l'on  prolonge  GQ  d'une  quantité 
ÇÇ'=  GQ,  qu'on  mène  par  Q'  la  droite  A'B^  parallèle  à 
urfZ»,  et  qu'on  joigne  M'Q'f  on  formera  les  triangles  GMQ^ 
QM^Q'  égaux  entre  euxj  l'angle  QM'Q  sera  donc  droit,  et 
si  on  décrit  sur  QQ'y  comme  diamètre ,  un  cercle ,  il  passera 
par  A/',  et  sera  égal  au  cercle  générateur;  car  puisque  l'arc 
My  Q'  est  le  supplément  de  l'arc  M'n^  Q  t[ui  est  égal  a  l'arc 
AIQ,  on  anra  • 

arc  M'p'Q'  =  QnMG  —  arc  MnQ 

=  AJ  —  AQ=zQJz:zAQ'. 

L'expression  du  rayon  de  courbure  de  la  cycloïde  Itant 
algébrique,  la  cycloïde  est  rcctifiable  ;  la  longueur  de  l'arc 
AM'A'y  ou  de  l'arc  égal  AMK ,  est  A'K^  c'est-à-dire  ,  le 
double  du  diamètre  du  cercle  générateur ,  comnAe  on  pent 
s'en  assurer ,  en  faisant  dans  l'expression  d'un  rayon  de  cour- 
bure ,  l'ordonnée  y  =  IK  =  2a ,   auquel  cas  ,  r  =  a «2 «. 

Actuellement,  il  importe  de  faire  connaître  comment  on 
détermine  l'éqtï^tion  d'une  courbe  qui  en  touche  une  infinité 
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d^autres  d'ane  nature  donnée  et  assujctîes  à  se  Succéder  sui^ 
vant  une  loi   connue. 

Pour  fixer  les  idées ,  concevons  qu'un  cercle  variable  de 
ra^on ,  se  meuve  dans  son  plan  |  de  manière  que  le  centre  se 
trouve  toujours  sur  une  courbe  ayant  pour  équation ^  =;=  (pj: ', 
cil  9  est  le  signe  d'une  fonction  donnée.  L*équation  du  cercle 
ëtant 

les  coordonnées  a  et  /3  du  centre  seront  liées  par  l*équatîoii 
0z=z  Ça  y  en  sorle  que  la  précédente  pourra   être  écrite  ainsi 

(X —  «:»  +  (:)'—«!>  («))'=»* (m) 

r 

Or  y  si  i 'abscisse  a  reçoit  un  accroissement  infiniment  petiC 
in  y  le  cercle,  qui  ne  changera  pas  de  grandeur ,  prendra  une 
position  infiniment  voisine  de  la  préniière,  et  sa  circonférence 
coupera  la  première  en  deux  points  dont  les  coordonnées 
se  y  y  seront  communes  aux  deux  circonférences  >  et  ,  par 
cqpséquent  y  ne  varieront  pas  en  passant  d*une  circonférence  à 
tlne  autre.  Si  on  passe  ^  de  la  même  manière ^  de  cette  seconde 
position  du  cercle  a  la  troisième  ;  et  ainsi  de  suite  ,  le  système 
de  tous  les  points  d'intersection  qu'on  obtiendra  d*un  nréme 
côté  de  la  ligne  des  centres  y  formera  une  courbe  qui  sera 
celle  de  contact  cherchée.  Pour  en  avoir  l'équation ,  il  faudra 
donc  différentier  Téquation  (m)  par  rapport  à  «t  seulement  , 
ce  qui  revient  à  considérer  toutes  les  positions  conséculivcs  du 
cercle ,  puis  égaler  à  zéro  le  coefficient  de  cette  différentielle  , 
et  enfin  éliminer  «  entre  ces  deux  équations.  Le  résultat  de 
l'élimination  offrira  une  relation  entre  x  tX  y  y  indépendante 
de  la  position  du  centre  de  tous  les  cercles  enveloppés. 

Soit,  en  général,  V z=:J{x yy y  «)  =  o  ,  Téquation  de  la 
courbe  génératrice,  et  dans  laquelle  «  est  une  constante  arbi* 
traire ,  on  aura  ces  deux  équations 

• 
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entre  lesquelles  on  éliminera  a  potir  obtenir  Pëquation  de  1* 
courbe  qui  touche  toutes  celles  que  l'on  obtient  eu  donnant 
à  «  toutes  les  valeurs  possibles  dans  Tëquation  F  =:  o, 

Eclaircissons  cette  théorie  par  un  exemple  y  et  proposons* 
ndus  de  trouver  la  courbe  qui  touche  à-la-fois  une  suite  de 
cercles  de  même  rayon  ,  et  dont  les  centres  sont  sur  une 
rnéme  circonférence  donnée  par  -Y" -|-  F*  =  ^», 

La  'relation  entre  les  coordonnées  «  et  ^  du  centre  ,  est 
donc  «* -4«  jS^  =  ^*  ^  et  le  cercle  variable  de  position  a  pour 
équation 

de  là  on  déduit,  par  la  différentiation 

t/ .  ^^ 


et  par  suite , 


Mettant  dans  (i)  pour  1»  $a  valeur,  ou  dans 

{x  —  il )»  +  ( j  —  /3 ^»  =r  r» ,  pour  a  et  ^ ,   leurs  valeurs  ,  et 
faisant,  pc^ur  simplifier,  «* -(-j^*  =  jt»,  on  aura 

d*ou  l'on  tire 
ou  enfin 


/ 


I 

])B  Calcul  BiFFÊRRifTisL.  %4S 

c*cst-à«*'dire  ^  que  les  d«QX  courbés  de  contact  clierch^es  sont  des 
cercles  dont  le  centre  commun  est  à  l'origine  des  coordon- 
nées ,  €1  dont  les  rayons  sont  /  +  r  et  /  —  r.     ;^  .  ^; 

On  pourra  encore  appliquer  ces  principes  à  la  recherche  de 
]*équalion  des  caustiques  par  réflexion  et  par  réfraction. 
Nous  nous  bornerons  à  donner  la  loi  de  génération  de  la 
première  de  ces  courbes.  Si  d'un  point  lumineux  situé  dans 
le  plan  d*une  courbe ,  partent  des  rayons  de  lumière  en 
nombre  infini,  et  que  ceux  qui  frappent  cette  courbe^  soient 
réfléchis  de  manière  que  Tangle  de  icflexion  soit  égal  à  Tangle 
d'incidence,^!  existera  une  autre  courbe  qui  sera  touchée  par 
tous  CCS  rayons  réfléchis  ,  et  que  l'on  a  nommée  caustique 
par  réflexion  (  Recueil  de  diverses  propositions  de  Géométrie , 
*par  Puissant). 

La  théorie  que  lious  venons  de  donner  sur  le  contact  des 
courbes^  n'est  qu'une  suite  de  la  théorie  générale  du  déve- 
loppement des  fonctions  ;  mais  nous  avons  vu  qu'il  y  a  des 
cas  particuliers  oa  ce  développement  échappe  à  la  forme  gé- 
nérale 9  et  que  ces  cas  sont  ceux  où  une  valeur  donnée  de  x ,  rend 
infim's  les  coefficiens  différentiels  (  chap.  IX).  Alorsle  développe- 
ment contiendra  nécessairement,  pour  cette  valeur  de  jc,  d'autrts 
puissances  de  i  que  les  simples  puissances  i',  i^ ,  etc.  Quoique 
ces  exceptions  ne  portent  aucune  atteinte  à  la  théorie  géné- 
rale que  nous  venons  d'exposer  ^  il  est  nécessaire ,  pour  ne 
rien  laisser  à  désirer  sur  ce  point ,  de  voir  comment  elle  doit 
être  modifiée  dans  les  cas  particuliers  dont  il  s'agit. 

Supposons  donc  que  ,  pour  x'=z  a  ,  la   fonction  /(*-(•«)> 
développée   en   une   scrie  ascendante   de  i,   soit  de  la  forme 

fa  +  Ai""  +  31^-^^"  +  0'  +  /*  +  '  +  etc.,.  ^,  »,  etc.,  étant 
toujours  des  nohibres  positifs.  On  pourra  trouver  les  coeffi- 
ciens Ay  By  C,  etc.,  ainsi  que  les  exposans  A,^,  »,  etc., 
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par  une  méthode  semblable  à  celle  qui  a  ëté  indi<{aë«  (chap.  I  )• 
On  fera  d'abord 

et  on  prendra  poui^  i^,  la  plus  haute  puissance  de  iy  qui  di^ 
yiserdi  f  (a  "^  î )  ^ fa  y  SLpris  les  réductions  convenables,  de 
nianitre  ({ue  le  quotient  P  ne  devienne  ni  nul  ni  infini  pour 
i  =r  o.  Lorsque  a==o,  l'exposant  A  pourra  être  négatif,  ce 
qui  arrivera  f   parcifmple^   dans  le  cas  de  •••.•••  • 

fic  =  [xx{x  +  ^)'}~a  ,  qui ,  poBr  «  =  o  4-  î  devient .    .   . 

y( o  +  ij^zi-^î' b  +  1)"^)  dans  tput  autre  ca^  il  sera  CYÎ- 
denjment  toujours  positif.   Ou  fera  ensuite 

A  étant  la  valeur  de  P ,  lorsque  i  =  o ,  et  on  prendra 
pour  !*•  la  plus  haute  puissance  de  £,  qui  divisera  P — A^ 
dp  manière  que  le  quotient  Q  ne  devienne  ni  nul,  ni  infini | 
lorsque  i  ^z  o.   On  continuera  en  supposant 

B  étant  la  valeur  de  Q. lorsque  îs=o,  et  ainsi  de  suite. 
On  aura,  de  cette  manière, 

^fa  +  Al""  +  Bi^-^  +  «i'-^'*-^'. 
etc. 

Cela  posé  ,  considérons  la  courbe  représentée  par  Téquatiou 
y  z=ifx ,  X  étant  ijabscisse  et  y  l'ordonnée  \  et  supposons  que 
le  point  ayant  Tabscisse  a  ^  lui  soit  commun  avec  une  autre 
courbe  dont  l'ordonnée  soit  Fx ,  en  sorte  que  i'oo  ait 
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Au-delà  de  ce  point,  les  ordonnées  des  deux  courbes^  seront 
J^{a  -^  î) ,  F{a  ^'i)  pour  une  abscisse  quelconque  a  ^  i^ 
et  leur  différence  que  nous  débjgnerons  par  D^  sen, 

Développons  la  fonction  jP(a-f-0  comme  la  fonction f{a^i)p 
et  soit 

=  Ftf  +  «i<  4-  qii^' 

—  Fa  +  -ei«  +  i6î<"^'  +  nt+'+'. 

r,  Ty  etc.  étant  des  nombres  positifs ,  «,  fi,  y,  etc^  étant 
les  valeurs  de  p,  q^  etc.  ^  lorsque  i  =  o* 
On  aura  d'abord  ^  à  cause  de  Fa  ^=^fa  , 

D  =  Ai*^  —  ai  r  +  Qi  ^+A*  _  ç/i+#. 

Les  deux  premiers  termes  du  développement  de  /'{a  -f-  /)  étant 
fa-^-Ai^j  ti  ceux  du  développement  de   F{a^i)  étant 

jP<0  4*  A'A?  supposons  qu'ils  deviennent  égaux  ^  ou  qu'on  ait^ 
outre  fa  =  Fa ^  ces  deux  conditions  A"r=^,>^  =  ci;  la  pre- 
mière dépendra  de  la  nature  des  fonctious  f  j  F)  mais  la  se- 
conde y  ainsi  que  celle  *  ci  fa  t=:  Fa  ,  pourra  toujours  être 
remplie  par  le  moyen  des  constantes  arbitraires  qui  entreront 
dans  Fas'j  on  aura  donc^  dans  ce  cas^ 

et  il  sera  impossible  qu'aucune  autre  courbe  passe  entre  les 
deux  courbes  dont  il  s'agit,  dans  le  même  point  qui  répond 
à  l'abscisse  a^  k  moins  que  les  deux  premiers  termes  da  dé- 
veloppeinent  de  Ç{a-{'  i) ,  çx  étant  l'ordonnée  de  cette  autre 
courbe  y  ne  soient  aussi  les  mâmes  qu«  ceux  du  développe- 
ment de  /(a  4-  »)' 
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Car  s'ils  sont  différens ,  ils  ne  pourront  pas  se  délruirc  dans 
l'expression  de  la  différence  A  des  deux  ordonnées  fl^a  +  j) 
et  <p(^  +  0>  ^^  ^'^^  aura,  en  général, 

a  cause  de  ^rr^r/^par  la  condition  supposée  de  la  coïncidence 
des  courbes  dans  le  point  qui  répond  à  j:  =  a.  Cette  expres- 
sion de  A  étant  comparée  à  celle  de 

• 

.il  est  facile  de  voir  que  les  cxposans  /«,  r^  »  étant  nécessai- 
rement positifs  par  la  nature  du  développenient ,  il  sera  tou- 
jours possible  de'  prendre  i  assez  petit  pour  que  la  valeur  de 
A  surpasse  celle  de  Z>  |  abstraction  faite  des  signes  ;  tant 
qu'on  '  n'aura  pas  f'zzzXy  a'  =  ^^ ,  comme  dans  les  deux 
premières  courbes.  Donc  ^  dans  tout  autre  cas ,  la  troisième 
courbe  passera  nécessairement  en   dehors  des  deux  autres. 

En  poussant  plus  loin  le  développement  des  fonctions .  • .  • 
/"(a-f-O'  ^(û"f"0>  o"  prouvera  de  la  même  manière  que 
si  les  trois  premiers  termes  du  développement  de  ces  fonc- 
tions  sont  les  mêmes ,  aucune  autre  courbeî  ne  pourra  passer 
entre  celles-là ,  à  moins  qu'elle  n'ait  les  mêmes  trois  premiers 
termes^   et  ainsi  de  suite. 

On  pourra  donc  appeler  aussi  contact  du  premier  ordre  , 
contact  du  second  ordre ,  etc.  ,  les  rapprochemens  dé  deux 
courbes  pour  lesquels  les  deux  premiers  termes ,  les  trois 
premiers  termes ,  etc.  ;  seront  les  mêmes  dans  les  dévelo[>- 
pemens  des  fonctions  qui  représentent  les  ordonnées. 

Ainsi,  la  courbe  ^==yi:  étant  donnée,  la  courbe  la  plus 
simple  qui  aura  avec  elle  un  contact  du  premier  ordre  au 
point  oîi  X  =  rt ,  sera  représentée  par  l'équation 


j'  zz^fa  -\^  A  {x  —  a 
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et  celle  qui  aura  un  conlacl  du  second  ordre ,  le  sera  par 

et  ainsi  de  suite.  Car  en  substituant  a -{-  i  pour  x ,  on  aura 
aimplement  les  deux  premiers  termes  Ja  -^  Ai^  ,  ou  les  trois 
premiers  Ja  +  Ai^  +  ■^**"*"'*  >  ou  etc. ,  du  développement  de 
f  {a  -|-  i)*  Ces  courbes  auront  donc  aussi  j  dans  le *méme 
point  y  le  cours  le  plus  approchant  de  celui  de  la  courbe 
proposée,  et  pourront,  par  conséquent,  servir  à  en  fidrc 
connaître*  les  propriétés ,  comme  les  points  d'inflexion  ,  de  re— 
broussenient  y  etc.  ^  points  que  nous  considérerons  en  particu- 
lier  dans  Tun   des   chapitres  suivans. 

Supposons   maintenant  que   dans    l'équation  y"=:^Jx  de  la 

courbe,  on  substitue  -r  à  la  place  de  x^  et  qu'on  développe 


•  • 


la  fonction  /-r  en  une  série  ascendante  de  la  forme 

AV"  +  5*^"*"''  +  Ci'^-^'*-^'  +  etc.  j  si  on  fait  l'a  même  chose 
à  l'égard  de  l'équation  y":=.F  -^  d'une  autre  courbç_,  et  que 

lès  premiers  termes  du  développement  de  i^-r^    soient   les 

mêmes    que    ceux   du    développement    de  J-rry    on  pourra 

prouver  j  par  un  raisonnement  semblable  à  celui  qni  a  été 
fait  ci- dessus  y  qu'on  pourra  toujours  prendre  i  assez  petit, 
pour  qu'aucune  autre  courbe  représentée  par  ^=r^x,  et  dont 

la  fonction  f  -7-  >   développée  de  même  en   série  ascendante , 

n'aurait  pas  autant  de  termes  identiques  avec  ceux  de  ces 
courbes ,  ne  puisse  passer  entre  ces  mêmes  courbes  dans  les 

points  qui  répondent  à  l'abscisse  -^  =  x,  et  à  toutes  les  abscisses 
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X  plus  grandes  à  l'infiiii,  puisque  dès  que  la  condition  qui 
peut  empilclier  que  celte  courbe  ne  passe  entre  les  deux  autres ^ 
aura  lieu  pour  une  certaine  valeur  de  î,  elle  aura  lieu,  t 
plus  forte  raison ,  pour  toutes  les  valeurs  plus  petites  de  u 

D*oii  Ton  peut  conclure  que  la  courbe  dont  Téquation  sert 

aîmplemcnt  j-=:-r^i*,  y^=zAi^  -f  Bi"^*^  etc.,  ou  jr=^x""*, 

^  =  ^ar—^-f-  Bx"^^^ y  etc. ,  ira  en  s'approchant  continuel- 
lement de  la  courbe  ])roposcc  j  à  mesure  que  les  abscisses  x 
deviendront  plus  grandes  ^  rôais  sans  pouvoir  jamais  l'atteindre ^ 
de  manière  qu'elle  parviendra  à  un  terme  ,  passé  lequel  aucunt 
,  autre  courbe  du  même  genre  qui  ne  sera  pas  d'un  degré  plut 
haut  ^  ou  dont  l'équation  ne  renfermera  pas  plus  de  cons* 
tantes,  ne  pourra  passer  entre  les  deux  courbes.  Cette  seconde 
courbe  sera  donc  une  asymptote  de  la  première  ^  et  cette 
idée  de  l'asymptote  est ,  dit  M.  Lagrange  ^  la  plus  simple  et  la 
plus  générale  qu'on  en  puisse  donner  ^  en  même  tems  qu'elle 
est  aussi  la  plus  propre  à  caractériser  la  nature  du  rapproche- 
ment qui  constitue  le  véritable  asymptotîsme.  Nous  croyons 
devoir  développer  ces  généralités  qui  pourraient  laisser  quelques 
difiicultés. 

Supposons  qu'après  la  substitution  de  -r  au  lieu  de  x  dans 

^'=ijxy  cette  fonction,  qui  devient /T-rj  >  se  développe 
comme  il  suit  : 

(1  \  D'        C        B* 

yj  =  elc.  +  — +  — +  -^+^+5'+«'  +  etc. 

Il  y  aura  lieu  à  plusieurs  distinctions  ;  i®.  sous  cette  forme 
générale,  le  contact  le  plus  intime  avec  la  proposée  pour 
»'  =  o,  ou  pour  x=:0D,  sera  celui  de  la  courbe 
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t'ttt'ii'iirô  f  deja  courbe 

^  =  ^  -(-  B'x  +  Ox*  +  D'x^  +  etc. , 

en  sorte  qae  la  courbe  yz=:fy  aura  une  asymptote  cnrti* 
ligne  ^  a®»  si 

^=/(y)  =  -^  +  wf  +  U/  +  C»"  +  etc.  , 

Celle  du  contact  le  plut  intime  pour  ^  =  o  ou  pour  /  =  oo  ^ 
aura  pour  équation 

elle  sera  donc  une  ligne  droite }  3^.  si  le  développement  de  U 
proposée  ne  renferme  pas  de  puissances  positives  de  i^  on  si 
l'on  a 

la  courbe  du  contact  le  plus  'intime  pour  x  =  oo  |  sera 

et  les  Courbet 

jrr^jij    jr=::A  +  B'Xy 

auront ,  avec  la  proposée  ,  un  contact  moins  intime  qne  In 
précédente  :  dans  ces  trois  cas ,  l'ordonnée  j*  est  infinie  pour 
or  =  00  )  4^.  enfin  soit 

y=f(j'^  =  A  +  Bi+Ci*  + tic, 
l'asjrmptote  sera 
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équation  d'une  droite  parallèle  à  Taxe  des  x.  Si  la  quantité 
A  est  nulle  y  l'asymptote  est  l'axe  des  x  lui-niéme^  alors 
pour  Tabscisse  infinie ,  l'ordonnée  est  une  quantité  finie* 
On  voit  donc  comment  il  arrive  que  certaines  courbes  ne 
prennent  que  des  as^in ploies  reclilignes ,  tandis  que  d'autres 
en  comportent  de  recliligncs  et  de  curvilignes  en  même  tcms. 
C'est  ce  que  nous  allons  éclaircir  par  quelques  exemples  qui 
ne  laisseront   plus  de  difHculté  sur  ce   point  de  théorie. 

Nous  ferons  d'abord  une  application  de  ces  principes  à  la 
détermination  de  l'asjmptote  de  l'hyperbole  ordinaire  ;  repré- 
sentée sous  la  caractéristique  ^'  —  4  -^^  ^^9  P^^  l'équation 
plus  générale  dn  second  degré 

Jy  ^  Bxy  +  Cx*  +  Dy  •\'  Ex  -{-^  F  =20. 
Cette  équation  résolue  par  rapport  li  y  y  donne 

J  = ^ ± -J^  {ax-  +  bx+c)^, 

en  posant  a=:B*  —  4-^^>   b  =  2{BD  ^-' lAE) , 

C  =  D*  —  4  ^^'   Soit  xz=i  -r  j  et  on  aura 

Si  l'on  développe  la  quantité  sous  l'exposant  \ ,  en  représen- 
tant les  deux  termes  bi  -}-  et*  par  une  seule  lettre  ,  oc  aura 
cette  série  ascendante 

±J^[^-±{\£±i    ).'«+etc. 
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Or ,  rëquation  de  U  ligne  droite  yz=mx  +  n  devient ,  aprè$ 

la  sttbslilulion  de  -r  pour  x, 


iy=zm  —  +  », 

et  si  Ton  détermine  les  quantités  arbitraires  m  et  n ,  d'aprè» 
les  conditions 


2,  A 


D 


2A 


^a^  A 


m 


nA^  '  ^A\  \/B^^^aC^ 


on  assujétira   la  droite  à  devenir  asymptote  de  la  courbe  j  si 
Ton  remplace  a  eib  par  leurs  valeurs  ,  on  aura  ' 

nn'-'>AE\ 

\/B'-^A0 
de  sorte  que  l'équation  des  asymptotes^  sera 

y:=±. -^ — ±- — -{xyB'  —  nAC±. >> 

•^  %A  2A  \  ^  yB^—i^AC^ 

la  même  que  celle  que. j'ai  trouvée  {El^mens  de  Géométrie 
anaîjrlique), 
Soit^  en  second  lieu ,  Péquation 

^  —  3 axy  -{-  a^  :=zo  y 
on  trouvera  par  le  procédé  exposé  (  pag.  173  ....  177) 

^  =  —  X  —  a  —  a^x""  *  —  etc.  ;  \ 

la  droite  qui  a  pour  équation      ' 

y  =  —  x  —  a, 

est  donc  une  asymptote  qui  se  construit  en  prenant  AC  =  a ,  Figi  7. 
ABi=^a*j  mais  si  on  prend  les  trois  premiers  termes,  on  a 

arj^  +  x*  4"  ^*  +  **  ^=^  ^  ^ 
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ëqualion  d'une  asymptote  courbe  qui  est  ane  hyperbole  dont 
le  centre  est  en  C,  Cette  courbe  approchera  plus  de  la  courbe 
proposée  que  n'en  approche  la  droite  FC.  On  aurait  des  asymp- 
totes plus  approchantes  y  en  prenant  un  plut  grand  nombre 
des  premiers  termes.  ' 

Enfin  y  Téquation 

ëtant  résolue  d'après  le  procédé  que  nous  venons  de  rappeler^ 
donne 

j-  =  dbpx±  ^^^     ^     +^x-  +  etc.^ 


p  désignant    y  \  ^  yH  :  en  construisant 

y:==:±  px  ± ^-- ,   on  aura  les  asymptotes  recti- 

lignes  de  la  courbe  :  si  l'on  prend  plus  de  termes  ,  on  trou- 
vera les  asymptotes  curvilignes. 
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CHAPITRE    XVII. 

Quadrature  et  rectification  des  Courbes  planes: 

!•.  Quadrature  des  Courbes* 

QcTjiRitBR  «ne  courbe  ,  c'est  assigner  Paire  comprise  entra 
un  arc  de  cette  courbe  ;  Taxe  des  abscisses  et  les  deux  ordon- 
nées correspondantes  aux  deux  eitrcmitcs  de  Tare. 

Considérons,  en  général  y  la  courbe  représentée  par  Técpatiou 

y  étant  l'ordonnée  rectangulaire  correspondante  à  l'abscisse  ardent 
elle  est  une  fonction  donnée.  L'espace  APM  terminé  par  cette 
courbe  ,  l'axe  des  abscisses  et  une  ordonnée  quelconque  y  y 
sera  donc  aussi  déterminé  par  une  fonction  de  la  mcme 
abscisse  x  y  puisque  cet  espace  croît  et  décroit  avec  cette 
abscisse. 

Désignons  l'espace  APM  par  Fx  y  x  étant  AP  y  et  5up«Fig.  8. 
pesons  que  x  devienne  x-f-';  *  étant  Taccroissemcnt  PP' ^ 
la  fonction  jP(x  +  t)  représentera  l'espace  AP*M\  et... 
F{x  +  i)  —  Fx  sera  l'espace  P'P^PM,  Or  ,  soit  'que 
les  ordonnées  aillent  en  augmentant  ,  soit  qu'elles  aillent 
en  diminuant  ,  depuis  l'ordonnée  PM  jusqu'à  l'ordonnée 
F' M' y  l'espace  F(x  +  i)  ^  Fx^if'P'APM  sera,  dans  le 
premier  cas ,  plus  grand  que  le  rectangle  ifx  =  PP'mMj  et 
plus  pelit  que  le  rectangle  (fix-j-i)  =  PP'M'nV y  et,  dan» 
Je  second  y  plus  grand   que  ce   demkr  et  moindre   que   le 
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premier  ;  donc  ,  l'espace  représenté  par  F(x  +  0  —  P'x  sera 
toujours  nécessairement  renfermé  entre  l«s  liuiites  ijx  tt 
i/*(j?  +  0  ;  lesquelles  seront ,  par  conséquent ,  les  limites  de 
F{x  +  0  —  Fx. 

Développons  les  fonctions y( a;  +  0  et  F( x  +  t)  suivant 
la  foilnule  (chap.  XI),  et  arrêtons-nous  au  premier  terme  pour 
la  première,  et  aux  deux  premiers  termes  pour  la  seconde  }  il 
viendra 


I» 


•F(a:  +  i)  =  Fx+  iPx -\ 'F«{x+J)y 

2 

où  yVest  une  quantité  indéterminée  qui  peut  n'^étre  pas  la  méma 
pour  les  deux  fohctions  j  mais  qui  doit  toujours  être  renferruée 
entre  les  limites  o  et  i.  Il  faudra  donc .  que  la  fonctibn  Fx 
soit  telle  que  la  quantité • 

• 

iPx  +  —  F//( X  +j)  =  F{x  + 1 )  —  F;^:  =  PP'M'M  soit 

renfermée  entre  les  limites  ifx  =  PP'niAï  et  ......    . 

ifx  +  i'f'{x  +  ;)  =  PP'M'm'y  quelle  que  soit  la  valeur 
de  i,  et  couséquemment  en  prenant  i  aussi  petit  qu'on  voudra. 

Or,   l'intervalle  entre  ces  deux  limites  étant •   . 

i>/'(ar  +j)—MmM'm',  la  différence  de  l'aire  F(x  +  «')— Fx, 
à  l'un  quelconque  des  deux  rectangles ,  par  exemple ,  au  rectangle 

ifx ,  différence  qui  est  iFx  -) F*  (x  +  /)  —  (/^  >  c'est-à- 
dire,  i  {Fx  -/x)  +  —  F'i{x+j)z=zPPfM'M-'PP*mM=LMmM' 

devra  être  moindre ,  abstraction  faite  des  signes ,  que  .  •  • 
i^f\X'\'j):=zMmM'm^.  Mais  il  est  aisé  de  prouver  que 
cette  condition  n^  peut  avoir  lieu  pour  une  valeur  de  i ,  ausisi 
petite  qu'on  voudra  ,  à  moins  qu'après  la  division  par  i ,  le 
terme  affecté   de  i  ne  disparaisse.   £n  effet  ^  rinégalité  pré- 
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cédente  divisée  par  i^  devient 

« 
{Px-fx)+^  F"(«  +  ;)  <  ,/'{  x+  f)  ; 

et  il  eîît  évident  qu*on  peut  prendre  i  tellement  petit  qu'on 
ait}  au  contraire, 

F'x-fx  +  i-  F»  (  at  +J)  >ij'{x^j)y 

ilonc  on  doit  avoir 

Px:=fXf    OU     A{Fx)r=rfx.ix  y 

condition  suffisante  pour  la  détermination  de  Fx ,  puisque  cette 
fonction  n'est  autre  chose  que  l'intégrale  àt/x.dx* 

Donc ,  en  général ,  le  coefficient  différentiel  de  la  fonc- 
tion qui  exprime  Taire  d'une  courbe  par  l'abscisse,  est  la 
fonction  qui  représente  l'ordonnée  de  cette  courbe.  Ainsi 
l'équation  d'une  courbe,  étant  donnée,  si  on  veut  l'exprès* 
tien  de  l'aire ,  c'est-à-dire ,  la  quadrature  de  La  courbe  ,  il 
n'j  aura  qu'à  chercher  l'intégrale  3e  ^x,  jr  étant  l'ordonnée  , 
et  on  pourra  ajouter  une  constante  à  l'intégrale ,  constante 
qu'on  déterminera  d'après  la  condition  que  l'expression'  de 
l'aire  devienne  nulle ,  a^  point  où  l'on  voudra  la  faire  com- 
mencer. C'est  ce  que  nous  allons  éclaircir  par  quelques  appli- 
cations* 

Soit  •  • 

jr  =:  ax  -f-  5  , 

réquation  d'une  droite  .*  on  anra 

d  (  Fx)  =  axàx  +  bix, 
dont  l'intégrale  est 

Fx  ss  ï  «**  +  ^^'+  const. 

»7 
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Si  l'aire  Fx  doit  être  nulle,  lorsque  x  =  o  ^  c'est^à-nlire ,  si 
Cis.  9.  elle  doit  être  comptée  de  TordoDiiëe  AR  y  A  étant  Toriginey  on 
aura  pour  x  =  o  , 

V  o  =2  const.  y 

et  conséquemment 

irx=iax*+  bxz=zjX'^iax*s=sAPMm^RMm=ARMP. 

Cette  aire  est  limitée  dans  un  sens  et  illimitée  dans  Tautre  , 
puisqu'elle  s'étend  jusqu'à  une  ordonnée  PM  dont  Tabscisse  x 
est  quelconque.  Si  l'aire  doit  être  comptée  d'une  ordonnée  pm 
donnée,  en  désirant  Ap  par  m,  l'intégrale  ci -dessus  devra 
devenir  nulle  pour  x^ssntp  en  sorte  qu'on  trouvera 

6s=z\  am*-{*  ^Tît-)-  consty     d'oiiconstss:-— ~<im*— Am, 
f$  conséquemment 

aire pPJlfi»=  5  o  («*  —  »»■) -|- 4 (x  —  m), 

aire  encore  limitée  dans  un  sens  et  illimitée  dans  l'autre.  Si 
d'ailleurs  cette  aire  doit  avoir  pour  seconde  limite  l'ordonnée 
de  l'abscisse  m'^  on  aura 

airec=  5  (m'»*»m»)  +*(''»'  —  '»)• 

C'est  ce  qu'on  peut  encore  trouver,  en   faisant    successi* 
vement  x  =  m'  et  :r  =3  m  dans  l'intégrale  générale 

Fx  s=  j  ax*  +  ^*  +  const, 

puis  retranchant  le  second  résultat  du  premier.  On  yoit  done 
que  lorsqu'on  veut  intégrer  entre  deux  limites ,  il  est  inutile 
d'ajouter  une  constante  à  l'intégrale  générale  ,  parce  qu'en 
soustrayant  l'aire  définie  ARmp  de  l'aire  dé&uie  ARMP  ^ 
cette  constante  disparait* 


I 
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Pour  la  pltraboie  de  l'équation 

on  trouve 

Va/'^^dxrrf  ^2pap*  +  consl  =  |xy+ const,     ^'S   '•• 

si  l'aire  MAP  doit  être  comptée  du  sommet  j  pour  or  =  o  |  on  a 
aire  =  0;  ainsi  la  constante  est  nulle. 

Donc  Vaire  MAM'  d*un  segment  parabolique ,  est  les  deux 
tiers  du  rectangle  circonscrit  Mm  m' M'. 

En  général  ^  pour  les  paraboles  de  tous  les  degrés  y^  =  aoi^  ^ 
on  trouve 

aire  = xy  +  const. 

Toutes  ces  courbes  sont  donc  quarrables  exactement. 

Pour  rhyperbole  équilatère  entre  ses  asymptotes  AX^  ^^9 
on  a  l'équation 

Jty  SS  m' j 
donc 


lire  :=:Jy'dx  =  m'  / =s  m*  log  X  + 


Taire  ne  peut  être  comptée  depuis  Taxe  AV,  parce  que  x  =  Oy  Fig.  11. 
donnerait  aire  =  o  et  const  =  -—  m*  log  o  =  ao  .  Mais  si  Taire 
doit    commencer  à  Tordonnée    BC  au   sommet   C  y  comme 
Tabscisse  correspondante  AB  r=  m  ,  on  a 

const  =  —  m*  log  m  f 
d'où 

X 

aire  ss  m*  log  -^. 

m 
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Pour  TTi  =  1  ,  aire  =  Z  ,  x.  Ainsi  chaque  aire  prise  à 
partir  de  BG,  est  le  logariUime  népérien  de  l'abscisse  COT" 
respondante. 

Mais  si  l'angle  des  asymptotes  ou  des  coordonnées,  est  re- 
présenté par  ff ,  il  faut  remplacer j^  par  jr  sin  ff  dans  lydx ,  et. en 
supposant  m  =  i  ,  oii  a 

^do:. sin  ^  =ysin  ff =  sin  ff  log  X  =  -W  log  x, 

M  désignant  alors  le  module  du  système  de  logarithmes 
(  pag.  4B).  Si  Tangle  ff  est  droit,  on  revient  au  premier  cas, 
et  on  obtient  les  logarithmes  népériens.  Mais  on  voit  qu^en 
faisant  varier  l'angle  «  des  asymptotes ,  on  peut  obtenir  tous 
les  systèmes  possibles  de  logarithmes.  Ainsi ,  lorsque  la  base 


est  10  I  on  a 


Af=sin  ff=:o,  434294  5. 


•  • 


L'angle  qui  a  ce  nombre  pour  sinus  y  le  rayon  étant  Punitë  , 
est  a8%Goi ....  nouvelle  division  :  tel  est  donc  Tangle  que  doi- 
vent faire  entrée  elles  les  asymptotes  d'une  hyperbole,  la  puis- 
sance éiant  I ,  pour  que  chaque  aire  soit  le  logarithme  tabu- 
laire de  son  abscisse.  -On  voit  par  là  que  c'est  très-improprement 
qu'on  avait  donné  la  dénomination  de  logariûimes  hyperbo^ 
Uques  à  ceux  de  Néper. 

Nous  avons  trouvé  (pag.  0^^)  qu'en  portant  en  K  Tori- 
gine  des  coordonnées  rectangulaires  de  la  cycloïde,  et  faisant 
KS=Xj  SAI=:jry  l'équation  <le  cette  courbe  devenait 

ox      '     2« — jr  y 

ainsi  /y^x  qui  représente  l'aire ,  devient 

/jdx=:/dj^  l/2»7*~^ss  «ire  KSMf 
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•r  en  menant  par  le  point  M  h  parallèle  AfiV'  à  AL^  on  a 
FN'  =  V^mj- — /*,  donc 

fày  V^a«7^— J]y  =  aire  KmFN' ,    . 

consëqaemment 

aire  KSM^  aire  KmFIV, 

et  en  prenant  ces  aires  depuis  jr=sp^  jusqu'à  j'=:2«,  o» 
trouve 

aire  KYAMK  =  aire  KmFI , 

mais  l'aire  du  rectangle  KVAI  est  quadruple  de  Taire  KmFIx 
donc 

aire  AMKl  =  |  aire  du  cercle  générateur, 

et  conséqucmment  Vaire  de  ta  cyclo'ide  entière  ^  est  triple  de 
celle  du  cercle  générateur. 

Nous  nous  bornerons  à  ces  trois  exemples  dont  les  deur 
premiers  n'exigent  que  Ae%  intégrations  faciles  :  on  en  trou- 
vera d*autres  dans  les  traités  connus  de  calcul  intégral. 

Après  le  problème  de  la  quadrature  des  courbes  ^  se  pré- 
sente naturellement  celui  de  leur  rectification  ,  c'est-à-dire  , 
de  la  détermination  de  la  longueur  même  de  la  courbe. 

Nous  partirons^  pour  la  solution  de  ce  problème ,  du  prin- 
cipe à! Archimède  ^  adopte  par  tous  les  géomètres  anciens  et 
modernes ,  suivant  lequel  deux  lignes  courbes  ou  composées 
de  droites  j  ayant  leurs  concavités  tournées  du  même  côté 
et  les  mêmes  extrémités^  celle  qui  renferme  Tauti^e  est  la 
plus  longue*  D'où  il  suit  qu'un  arc  de  courbe  tout  concave 
du  même  côté,  est  plus  grand  que  sa  corde  ^  et^  en  mcuie 
tems  I  moindre  qiit  lu  somme  des  deux  tangentes  menées  aux 
deux  extrémités  de  l'arc,  et  comprises  entr^  ces  oxtréniilés 
€t  leur    point  d'intersection.  De  là  on  peut  tirer  cette  autre 
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conséquence ,  ^que  la  longueur  du  même  arC|  se  trouvera  com- 
prise entre  Mi'  et  M'tj  qui  sont  les  tangentes  en  M  tX  M'y 
prolongées  jusqu'aux  ordoni^ées  P'M^  et  FM. 

Fig.  la.  En  effet,  ayant  prolongé  les  tangentes  MT t\.  M'T  jus- 
qu'aux ordonnées  P'M'j  PM »  en  i'  et  /  ^  la  tangente  Ml' 
sera  plus  grande  que  la  corde  ,MM' ^  comme  oblique  plus 
éloignée  de  la  perpendiculaire  Mm'  à  P'M' }  et ,  au  contraire, 
la  tangente  M't  sera  plus  petite  que  la  corde  M'M,  comme 
oblique  plus  voisine  de  la  perpendiculaire  M' m  à  PM.  De 
plus,  si  on  considère  les  deux  triangles  MTM'^  t'Ttj  il  est 
visible  que  les  deux  côtés  MT ^  Tt  qui  sont  les-  deux  por- 
tions de  la  tangente  Mt' ,  seront  plus  grands  que  les  deux 
côtés  M' T  y  Tt  qui  sont  les  deux  portions  de  la  seconde 
tangente,  parce  que,  dans  les  triangles  Tt'M' y  TlM y  lea 
•ngles  TM'tf  y  MiT  sont  plus  grands  que  les  angles  TifM', 
iMT:  donc  la  tangente  entière  MTl'  sera  plus  grande  que 
M'T '^  TM y  et  conséquemment  plus  grande  que  l'arc  M* Mm 

Cela  posé  fx  étant  l'ordonnée  PM  qui  répond  a  l'abscisse 
90  =  AP  ,  --5 —  '=^f'x  sera  la  tangente  de  l'angle  sout  lequel 

la    tangente     de   la   courbe     en    M  y   rencontre    l'axe    des 

abscisses  :  donc  k  i*  +  {if'xyTrzii  y\  -+■{/'*)*  s*^*  ^* 
valeur  de  la  portion  de  tangente  Mtf  y,  comprise  entre  lea 
ordonnées  fx  cty  (  ar  •+•  *  )=:P'Af' .  De  la  même  manière ,  on 
aura  f'{x-\'i)  pour  la  tangente  de  l'angle  sous  lequel  la 
tangente  M't  a  Tcxtrémité  de  rordonnéey{  x -|- O  y  rencontre 

l'axe,  et  on  trouvera  *  J/ 1  ^^f  ( x -J-  * )*  pour  expression  de 
la  partie  M't  de  cette  tangente. 
Soit,  pour  plus  de  simplicités 


Ç*=  V^I  +  C/' Xj' =i:  |/l  +  (^^ J 
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alors  if  X  y  »*f  (  âp+  i )  représenteront  les  portions  Mf  et  MU  z 
ainsi  la  longueur  de  l'arc  MM^  sera  renfermée  entre  les  deux 
quantités  i^x  et  i^(X'+i)  j  en  donnant  à  i  une  valeu» 
aussi  petite  qu'on  voudra.  Donc  si  ox  est  la  fonction  de  jb 
qui  exprime  Parc  de  courbe  AM ,  il  faudra  qtie  la  quantité 
a>(a:4-*)  —  ^x  :=:  MM'  ^  soit  comprise  entre  ifx  et 
i<^(X'{'  i)  y  quelque  petit  qne  soit  i  :  d'où  par  un  raison* 
nement  semblable  à  celui  que  nous  avons  fait  pour  les  aires ^ 
on  conclura 


^'x 


=:^X,    tXd^X:^Ç  X.ixzSidxy      i  ^  f.^\    . 


Donc  j  pour  avoir  la  longueur  indéfinie  de  la  courbe  y  il  faudra 

àr 
remplacer  -p-  par  sa  valeur  en  x  déduite  de  ^l'équation  de  la 

ilX 

courbe  différentiée ,  chercher. l'intégrale  de  ix  V ^  +  U'^Y.f 
et  ajouter  une  constante  qu'on  déterminera  de  manière  que 
Vexpression  de  l'arc  s'évanouisse  an  point  d'où  on  voudra 
compter  cet  arc.  Ainsi 


arc  ^Af  = /ir  1/    i  +  {"j^)  "^  consL 
Si  l'on  désigne  l'arc  AMpwr  ^^  on  a  donc  la  formule 


=-è=i/-+(^)- 


Maintenant,  m  étant  l'angle  entre  la  tangente  et  Taxe  des 
abscisses  ;  on  trouve  facilement  que 

dr  I         dj:        .  v'        dy 

Ung  I»  =  r' = -T— ,  cos«=---=:-T-*  sm«i==^  =  -j— , 
°         -^         dx  s*        ds  '  s'         d* 

rs'        rds  ^       rds 

ung=— .  =  — ,  Donn  =  jr,' =  __, 


/ 
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tangente  et  normale  étant  les  portions  de  la  tangente  et  ie 
l'd  normale ,  depuis  le  point  de  contact  ^  jusqu'à  la  rencontre 
avec  l'axe. 

Dans  le  chapitre  des  coordonnées  polaires,  nous  traduiront 
dans  ces  coordonnées ,  les  formules  des  quadratures  et  des 
rectifications. 

Dans  la  c^cloïde ,  l'origine  étant  toujours  en  /ÎT  |  on  a 


et  conséquemnien^ 


as  =T  j  y~ —  d;^=r  a  1^2«^. 

Fifi.  6.   ^"  n'ajoute  pas  de  constante  ,  parce  que  l'arc  commence  tnKt 

or    V^2  oLj  =  KF\  donc  l'arc  KM  est  double  de  la  corde  KF 
qui  lui  correspond  dans  le  cercle  A/*/. 

Fie.  i5.  ^"  *^'^  ^"®  l'angle  entre  les  deux  rayons  vecteurs  RM  ^ 
Rl^P ^  a  pour  supplément  l'angle  /  entre  les  tangentes  Mt^ 
M't;  or,  Tangle  MiM'  ayant  aussi  pour  supplément  MlT^j 
ce  dernier  angle  est  égal  à  l'angle  en  A.  Nous  allons  chercher 
l'expression  de  sa  tangente  dont  on  a  besoin  dans  la  méca-» 
nique. 

Désignons  p^r  a  et  ô'  les  tangentes  trîgowoméliiquc»  des 
angles  faits  avec  l'axe  des  abscisses  ^  par  les  tangentes  en 
M  et  M'.  La  tangente  de  l'angle  MCP  est 


a —  a' 


Or,  Q^=iy  z=:f'x ,  c'  =/'(«  +  »)  ;  donc 
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/'*  ~  [/'*  +  if'x  +  -/"*  +  etc.] 

U  7. 


i  +  aa'  I  -j-J'a: [f'x  -f  ////jc  +  «le] 

_  ifffx ff^x  +  etc. 

~    1  +  (J'^y  +  if'xj^x  +  elc. 

Si  l'on  dësignc  la  tangente  de  MtT*  par  /,  et  qu'on  suppose 
l'accroissement  i  plus  petit  que  toute  grandeur  donnée  y  ce  qui 
revient  à.  prendre  sur  la  courbe  deux  points  M  et  M'  con- 
sécutifs, on  aura 

en  observant  que  ^  pour  les  courbes  concaves  vers  Taxe  des 
abscisses  ^  j*"  <^  o  (  chap.  suiv.  )  3  mais  de  l'expression  du  rayoa 
de  courbure 


on  déduit 


d^ 


donc 


i-j-y>  r  r 


df  •-  ,^  d^ 

/= ,    et   UngJkf/ilf'ss:  — . 

r  ^  r 


On  pourrait  chercher  deux  limites  entre  lesquelles  la  tangent* 
demandée  dût  toujours  être  comprise  ;  quelque  petit  que  fi&t 
raccroissement  j  ainsi  que  nous  l'avons  fait  dans  ce  chcpitre; 
mais  ce  serait  alonger  inutilement  la  solution. 


\ 
< 
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CHAPITRE    XYIIL 

Des  plus  grandes  et  des  moindres  valeurs  des 
fonctions  d'une  seule  variable. 

Il  existe  un  genre  de  questions,  qui  ^  quoique  indépendantes 
de  la  considération  des  tangentes  y  peuvent  néanmoins  s'y  rap« 
porter  :  ce  sont  les  questions  qu'on  appelle  de  maximis  et 
minimis^j  et  qui  consistent  à  trouver  y  pour  une  fonction  donnée 
d'une  variable^  la  valeur  de  cette  variable  qui  rend  la  valeur 
de  la  fonction  la  plus  grande  ou  la  plus  petite.  Comme  les 
courbes  ne  sont  que  la  représentation  ou  le  tableau  de  toutes 
les  valeurs  de  la  fonction  de  l'abscisse  ^  représentée  par  l'or- 
donnée ,  il  est  visible  que  la  question  de  trouver  la  plus  grande 
ou  la  plus  petite  valeur  d'une  fonction  d'une  seule  variable  ^ 
revient  à  déterminer  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  ordonnée 
de  la  courbe  dont  cette  Variable  serait  l'abscisse  y  et  la  fonc- 
tion donnée  y  serait  l'ordonnée. 

Or  9  l'inspection  seule  de  la  courbe  sufHt  pour  faire  voir  que 
ces  ordonnées  ne  peuvent  être  que  celles  qui  répondent  aux 
points  dont  \t%  tangentes  seraient  parallèles  à  l'axe  des  abs- 
cisses.  Si  la  courbe  présente  sa  convexité  vers  Taxci  l'ordonnée 
sera  alors  évidemment  un  minimum  ;  et  si  la  courbe  est  con* 
cave  •  vers  l'axe  y  l'ordonnée  est  un  maximum.  Ainsi ,  les 
rîj.  14.  ordonnées  PM y  Pf^M"  seront  chacune  un  maximum  dans 
les  ondulations  mMn,  m^M^nf,  ei  P'M'  sera  un  minimum 
dans  l'ondulation  nM'm*. 

Kous  avons  vu  (pag.  21 5)  que  la  tangente  trigonométriqite 


/ 
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dû  l'angle  que  la  tangente  d'une  courbe  fait  avec  Taxe  des 

dy 
abscisses  ,  est  eiprimëe  ,  en  général ,  par  —/"  y  y  étant  l'or- 
donnée qu'on  suppose  fonction  de  Pabscisse  x  ;  donè ,  pour 
que  cette  tangente  devienne  parallèle  à  Taxe  des  a;,  il  faut 

que  Ton  ait  ■  ^       =0;  or,  si  l'on  fait  ou^'=o  dans 

ux  dx 

les  expressions  des  coordonnées  tf  et  ^   (  pag.  239  }  qui  détcr* 

minent  le  lieu  du  centre  osculatenr,  on  a 


a  =  x,  b=y+-'-;ry 


I 

T 


dV 
d'où  l'on  voit  que  si  ^*  ou  -r^  est  une  quantité  positive  , 

ou  aura  b  >j^,  qu'ainsi  ce  centre  tombera  au-delà  de  la  courbe 

« 

par  rapport  à  Taxe  ;  la  courbe  tournera-  donc  sa  convexité  vers  • 

l'axe.  Sij-^  est  une  quantité  négative,  le  même  centre  tombera 

entre  la  courbe  et  l'axe,  à  cause  de  /  >  ^;  de  aorte  que  la 

courbe  sera  alors  concave  vert  l'axe.  Donc  la  fonction  y  sera 

dr 
un  maximum  ou  un  minimum,  lorsque        ■^-  sera  =0 jet, 

d*T 
en  particulier,  elle  sera  un  maximum  lorsque    .        sera,  en 

même  tems  ^  une  quantité  négative  ,  et  un  minimum  lorsque 
%  ^  sera  une  quantité  positive.  C'est  en  quoi  consiste  la  mé- 
thode connue  de  maximis  et  minimisa 

Mais  il  convient  de  fair^  voir  comment  cette  méthode  peut 
se  déduire  directement  de  la'' série  de  7a^7or,  sans  la  consi- 
dération intermédiaire  des  courbes. 

Soit,  à  cet  effet, 

y—f* 
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la  fonction  dont  on  demande  le  maxùnum  ou  le  minimum* 
Si  a  est  la  valeur  de  x  qui  répoud  au  maximum,  ou  au 
minimum  y  il  faudra  que  la  valeur  de  Ja  soit  toujours  plut 
petite  pu  plus  grande  que  celle  de  /* (a  4*  /),  quelle  que  soit  la 
quantité  iy  positive  ou  uégative,  et  même  quelque  petit  que  soit 
cet  accroissement;  car  une  quantité  ne  parvient  au  maximum 
ou  au  minimum  y  que  lorsqu'elle  a  reçu  toutes  les  augmenta- 
tions ou  toutes  les  diminutions  dont  elle  est  capable  :  en  sorte 
qu'avant  et  après  ce  terme ,  elle  se  trouve  moindre  dans  le 
cas  du  maximum  y  et  plus  grande  dans  celui  du  minimum. 

Développons  en  série  y*(x -f-t);  «t  nous  aurons 

j  ^x_t;^/x_^  *^^^,  ,.2        dx^  1.2.5 

dV        1^ 
j — ± dz  etc.  * 

or,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut;  on  doit  avoir,  pour  le 
cas  .du  maximum , 

±L  -T—  i  +  -r^  ±1  etc.  <  o  , 

.   da:  do:»     i.a 

et  y  pour  le  cas  du  minimum, , 

dj  dy       '*^      .     4     ^ 

--dT^  +  lF   — ±etc.>o, 

or,  comme  on  peut  prendre  Taccroisscment  i  tellement  petit 

que  le  premier  terme  —j —  i  surjpasse  la   somme    des    termes 

dx 

suivans  (pag.  i6i) ,  ce  qui  aura  litu  ,  àjortloriy  pour  des  valeurs 

plus  petites  de  i  j  il  ne  pourra  y  avoir  maximum,  ou  minimum 

tant  que  le  terme  ±  — ^^  /  subsistera ,  puisqu'alors  les  deux 
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valeurs  y  {x±i)  étant  Tune  plus  grande  et  Pajutre  plus 
petite  que  fx  ,  celle-ci  ne  pourrait  être  ^i  maximum  |  ni 
mmimum.  Il  faut  donc  qu'on  ait  dans  les  deux  cas 

condition  qi|i  réduit  les  précédentes  à 


dy         i»  dy 


i 


,•3 


dx*  1.2  dx^     1.2.3 

pour  le  maximum,  et  à 


+  etc.  <  o , 


d»v        /*  dV  ï' 

pour  le  minimum. 

Si  donc  la  valeur  de  x,  que  nous  désignons  par  a^  tirée 

j      dv 

de  — - —  =  o  -   et   substituée  dans   le   coefficient  différentiel 
ax  ' 

dv 

-p-^,  donne  un  résultat  positif  3  alors  les  deux  fonctions  f{adtii) 

pourront  être   rendues    plus    grandes    que  Ja  par  une    trè&* 
petite  valeur  de  i^  etyâ  sera  un  minimum  'y  si  au  contraire 

d'y 
j:  =  a  rend  le  coefficient  -~-  négatif ,    les    deux   fonctions 

/{a^izi)  pourront  élre  rendues  plus  petites  que /a,  et  cette 

fonction  sera  un  maximum.  Nous  sommes  donc  ramenés  aux 

conclusions  trouvées  plus  haut  ^  en  partaut  de  la  considération 

des  courbes. 

Mais    il    peut  arriver  que  x  =z  a  anéantisse  le  coefficietit 

dv  ,  d^ 

--j-~  y  sans  qu'il  rende  nul  en  même  tems  -r— j-  :  alors  on 

aur^ 
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/(*±.)  =/x  dz  g  ^3>  ^  ^^  - -.0. , 

et  parce  qu'où  peut  prendre  pour  i  une  valeur  telle  que  le 
terme  ±:-p^. surpasse  la  sonune  de  tous  les  autres,  il 

s'ensuivra  que  l'ordonnée  fx    sera  nioindi^e  que  la    fonction 

dV 
y*(a:  4- 1),  et  plus  grande  que  y ( a:  —  i),  sî  la  fonciion  -~^ 

QX 
y 

est  positive,  et,  vice  versa ^  si  elle  est  négative j  conséquem- 
ment  cette  fonction  ne  pourra  être   ni  maximum  ni  mini^ 

dV 
mum  j  à  moins  que  ,   pour  x  =  a ,  on  ait  •    ■  .  :=  o ,  et 

dV 
alors  suivant  que,  pour  cette  valeur  de  jt.  la  fonction  — ~ 

àx^ 
sera  négative  ou  positive  »  il  J  aura  aussi  maximum  ou  mini* 
mum,  et  ainsi  de  suite. 

Donc  ,  en  résumé ,  si  jr  est  une  fonction  quelconque  de  jc  , 
on  aura  d'abord  pour  le  maximum  comme  pour  le  minimum 

dt* 
la  condition-^ — =  o  de  laquelle  on  déduira  xj  et  ensuite 

par  la  substitution  de  celte  valeur  de  x  ,  dans   — ^ 

dx* 

coefficient  sera  négatif  pour  le  Maximum ,  et  positif  pour  le 

mmimum  :  si  ce  coefficient  est  nul ,  il  faudra  que  le 

dx^ 

soit  aussi ,  et  que  1  on  ait  -j^  <  o ,  pour  le   maximum  , 

et  >  o  pour  le  minimum  y  tl  ainsi  de  suite.  Si  le  premier  des 
coefficiens  différentiels  qui  restent ,  est  d'un  ordre  impair ,  la 
fonction  ne  pourra  acquérir  une  plus  grande  ou  une  moindre 
râleur. 


dx»"'   ''*•••• 
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Si  la  fonction  était  donnée  par  l*é<{uation 


on  en  déduirait  (chap.  VI) 


du 


où  ^désigne  -~-  :  la.  condition  y  =o,  emporte  celU>ci: 

=  o  :  et  au  moyen  de  ces  deux  équations 

ax 

du 
«  =  o,   -5^=0, 

en  obtient  les  valeurs  de  a:  et  ^  par  lesquelles  y  (X|j^)  de- 
vient ou  peut  devenir  maximum  ou  minimum.  Cela  fait^ 
on  a  recours  à  rëqualiou  dérivée  du  second  ordre 

d'il  d*w        .  .     d'il     .     .    du     ^ 


dx*  dx  dy*^         djr^  "^  dy 

qui,  à  raison  de  j^  =  o,  se  réduit  à 

d*ii  du 


àx*         dy 

d*4i       dii 
et  après  la  substitution  dans   ■     -^  ,  -r^  des  valeurs  précédent- 

ment  obtenues  pour  x  tl  y  ^  on  reconnaît  au  signe  de  y^j 
s'il  y  a  maximum  ou  n^inimum.  Si  j^^  =  0|  Téquation  dé- 
rivée du  troisième  ordre  se  réduisant  à 

d'il         dii 
T-H-ïïrr=-o. 


\X' 


«ir 
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il  ne  pourra  y  avoir  maximum  ou  minimum,  à  moins  que ^'  ne 

soit  aussi  =o  :  d'où  Ton  conclut  -j-j-  =  o.   L'équation  dérivée 

du    quatrième    ordre  ^   fera  connaître  la   valeur   et   le   signe 

dV 
^"   aT  ^^-^*^>  ^^  *^^*  ^^  suite. 

Prenons  ^  pour  premier  exemple,  la  fonction 

la  'différentiation  donne 

^  =  «'(i+irr(*), 

on  posera  donc 

:r'(i  +/ar)  =  o,     d'où    Ix^lC^, 

parce  que  le  premier  facteur  x^^-n'est  pas  nul  :  conséquemment, 
en  passant  des  logarithmes  aux  uombres  ,   ' 

I 

*  =  _, 

e  étant  la  base  des  logarithmes  népériens.  Pour  reconnaître  si 
cette  valeur   correspond    à  un  maximum  ou    minimum  ,  ou 

— — ^  1  ■    ■■     ■     ■^■^— — ^^—  Il  II 

(*)  De  la  relation  y=  x',  on  déduit ,  en  prenant  de  part  cl  d''autre 
les  logariifunes  népériens  ,  ou  les  logariiUmes  rapportés  à  U  base  < , 
ijr  =  xlx  ,  dont  la  diitéreutielle  est 

dr                             âx 
=r  dx  X  iJT  -4-  X =  dr(i!r4-i), 

a 

et  conséqiiemment , 

-^=^(/r4-  i)s:ar'(H-/r). 
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formera  le  coefficient  différentiel  Hu  second  ordre  ^  qui  est 


r  =  *'{^  +  (>  +  te)j,  • 


lequel ,  par  la  substitution  de  —  pour  x ,  deviendra  positif  : 

d'où  on  conclura  que  cette  valeur  de  x  rend  la  fonction  pro- 
posée un  minimum. 

Si  on  demande  le  nombre  x  doilt  la  racine  de  Tordre  x 
toit  un  maximum  ;  on  a ,  pour  le  déterminer) 


d'où  '  " 


y=z  ^x^ 

d^-  I  —  Jx  

dx  ~^  *        I^       ~ 


et  conséquemment 

/a:  =  I  : 

pour  cette  valeur,  on  trouve,  en  observant  que  x  est  la  base 

dV 
t  des  logarithmes  népériens ,  — ^  <  o  ,  donc  e  est ,  en  effet , 

le  nombre  cherché. 

Passons  à  d'autres  questions  auxquelles  il  ne  faudra  pas  «e 
borner. 

Probl.  Trouver  sur  la  ligne  qui  joint  deux  lumières ,  le  point 
le  moins  éclairé. 

.  Si  Ton  désigne  par  b  l'intervalle  entre  les  deux  lumières , 
par  X  la  distance  de  Tune  d'elles  an  point  en  question ,  et 
conséqueiiinient  par  ^  — •  x  celle  de  l'autre  au  même  point  ^ 
nous  avons  vu  (^Ig.  i***.  secl,)  que  c  étant  l'intensité  de  la  pre- 
mière lumière  à  la  dislance  a,  et  d  l'intensité  de  la  seconde 

a  la  même  distance ,  et    — 7 ; —  reprcsciitaîent  le» 

X^  [O  —  X)* 

intensités  des  lumières  au  point  qui  est  k  la  distance  x  d* 
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la  prefiQÎcre  Itauite  et  à  k  diitiiuiè  6  «^  dt  4e  la  •«coude. 
Or^  la  somme  de  ces  intensités  qoe  nous  représenterons  par 
y^  doit  être  un  Thùtdnmn  :  On  ailffl  doBc 


ày  ^^         a  «a*  a  d^ * 

dï"~  5*^"**    {b^âèf 


d'où  Pou  tire 

m- 


or  s= 


y'c  +  Vd 
Si  les  intensités  sont  égales ,  c  =  d ,  et  on  a 

h 

a 

donc  le  -point  le  tnôins  éclairé   est  le  milieu  de   la  distança 

entre  les  deux  points  lumineux  (Alg.)* 

i 
Probl.   Eumi  donnée  une  ellipse  ,  assigner  les  diamètres  , 

conjuguéjs  qui  font  entre  euœ  »  le  plus  grand  angle  possible^ 

Soient  a  et  A  les  moitiés  du  grand  et  du  petit  axe  d'une 
ellipse;  m  et  n  deux  demî-diamètres  conjugués^  et  9  l'angle 
entre  ces  demî-diamétres.  On  sait  {Élém.  de  Géom.  analy,) 
que 

ab  =  mn  sin  9 ,    û*  -f*  **  =  'w*  -f-  n*  : 

la  première  de  ces  équations  donne 

iA 

sin  o  = • 

mn 

et  on  tire  de  la  seconde 

donc  ;  si  Ton  désigne  sin  ç  par  jr,  on  aura 

ab 
m  \/a*  4*  ^>  —  m* 
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tHfKrentîons  I  en  obsenrant  que  la  quantité  m. est  seule  ya-- 

mhlcf  et,  nous  aurons 

\ 

m»  («*  +  ^' —  w»*)  3  ' 

or  -^  =  o  •  donne 
dm         '^ 

•*  +  i»  =:  am*  s 
d'ailleurs 

fl*  ^  i*  =r  m'  4-  n*  , 

donc  on  aura  m  =  >s.  Ainsi   ces  diamètres  conjugués  sont 

^ux. 

Pour  juger  si  l'angle  entre  ces  diamètres  est  un  maximum 

d'r 
ou  on  minimum  ,  il  fiint  passer  au  «p^  :  à  cet  effet  ^  de 


ir. 

dm 


(m*  («"  +  *» —  m*) «3 


on  déduira 


*»•     "      t  m^(a*+b*—m*f  >  ' 

coefficient  qui ,  sous  l'hypothèse  a'  -f-  *•  =  am* ,  de  laquelle 
on  lire  «»  +  fc»  —  m»  •.=  m*,  se  réduit  à 

dy  4<»^w»^xrbm   ^^    4^^ 

dm»~  m'»  ~*     ift4   ' 

en  obsenrant  que 


<: 
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Il  y  a  donc  lien,  en  même  tems ,  à  un  nuuâmum  et  à  mi 

minimum  \  le  premier  répond  à 

m-        l/E±E 

yaleiir  <}ui  donne 

et  de  là 

le  second  répond  à 
d'où  l'on  déduit 

teng9=     ^^_^;     (2). 

On  wt  que  les  diamètres  conjugués  égaux  ,  sont  respectî- 
Tement  parallèles  aux  cordes  menées  des  extrémités  du  grand 
stxe  a  rextrémité  du  petit;  en  sorte  que  l'angle  entre  ce»  dia- 
mètres ,  devient  égal  à  l'angle  entre  ces  cordes ,  lequel  est 
maximum,  parmi  tous  les  angles  inscrits  à  l'ellipse ,  qui  s'ap- 
puient sur  le  grand  axej  et,  en  effet,  la  valeur  de  tang  f, 
donnée  par  (i) ,  est  celle  qu'on  trouve  pour  cet  angle;  la 
valeur  (2)  est  relative  à  l'angle  supplémenUire  Xjui  est  celui 
de  deux  cordes  menées  des  deux  extrémités  du  petit  axe  à 
l'extrémité  du  grand  ,  et  qu'on  sait  être  uti  minimum  entre 
tous  les  angles  inscrits  qui  s'appuient  sur  le  petit  axe. 

On  peut  se  proposer  ^assigner  le  triangle  de  Paire  maximum  p 
/orme  par  les  deux  rayons  vecteurs  d^une  ellipse ,  et  la  portion 
du  grand  axe,  comprise  entre  les  foyers.  Comme  dans  l'el- 
lipse ,  la  somme  des  rayons  vecteurs  est  constante ,  la  solution 
de  cette  question  exige  donc  celle  du  problême  suivant. 


I 
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Probl.  Assigner  entre  tous  les  triantes  de  même  b^se  et  db 
mime  périmètre ,  celui  dins  lequel  les  cifés  non  déterminés  y 
sont  égaux  |  en  sapposant  qu'il  ait  été  démontré  que  la  surface 
de  ce  triangle  y  est  un  maximum. 

C'est  donc  ce  que  nous  allons  prouver.  Si  Ton  daigne  par 
kf  Zj  tj\es  trois  côtés  d'un  triangle^  et  qu'on  pose. : 

p  -:=  — Il ^  on  sait  que  S  désignant  sa  sur£su:e  ^ 

S  =  \/p{p  —  k){p  —  z){p^t) (j)î 

mais  z  ei  t  étant  les  deux  r^ons  vecteurs  en  un  point  quel- 
conque de  l'ellipse ,  et  i|b  la  distance ^ntre  les  fb^ers  |  on  a  cette 
équation  de  condition 

a  étant  le  demi  grand  axe  de  l'ellipse.  Elevant  Inéquation  (i) 
au  carré  ;  après  avoir  remplacé  /  par  a  a  —  z,  on  aura  celle-ci 

S^^p[p^k){p  —  z){p  +  Z'^^a)  =  o  =  u (a), 

où  «S  et  z  sont  variables  >  Pf  k  et  a  sont  des  quantités  cons«  ^ 
tantes.  On  en  déduit  (pag.  271 }) 

iu  ■  ,  ■  ' 

-jj  =  +  />(/>  —  *)(/>  +  *  —  a«)  —  P  (p—  *)  iP  —  ^) 

dS 
on  a  donc 


:=z:ï\/p{p  —  k)ip  —  z){p  +  ;i^2a)'y 


àS  _     p  (p---  k)  (p  H-  Z'^'3La)—p  jp—k)  (p  —  z)  _^  , 
^^  2 \/p(p—k)  (p—  z)  (/?  +  2  —  aa) 

condition  qui  revient  à  celle-ci 

p  (p  —  k){2z  —  2a)  =  0,     d'où    z=za, 
et  conséquemment  aussi  t^sza*  Ainsi  les  deux   rayons  vt:c^ 


« 
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teurs   aboutissent  à  Textrémité   du  demi  second  ^xe.    On   a 

ensuite  ^y 

d*M 

et  coDséqœimttenl  (pag.  a7i)  ' 

d"tt 

d^^        *    "d?"  a  p  (/?  —  A) 

d^*  dii 


^Vp{p  —  k){p  —  z)  {pJ^z  —  M) 


t=p 


7^(/>  — a!)  >  Vp{p—k)    ^ 

«piM  »^— ««i^ij*»    M»    iiintwi  »*«     fcéé^i^*— ■*— »  ^^  Mita.  _i       I     ■    Il  ■!     y 

k  k 

0T  j  p  •=! f-  â  et  a  =:  — —  -+r  d  y  d   ëtant  la   distance   da 

a  2 

fôjer  à  l'extrétnîté  la  plue  roisine  du  grand  axe;  doné*.« 

p^kr^  ày  d'oii  p  -^kTiszi^  et .  conséquemmeat 


•  •  • 


d 


'j>  __    ;  Vpà 


Donc  Paire  du  triangle  ainsi  détermine  ^  est  un  maximum, 

,  ^'  Probl.    Etant  données  une  ligne  AB  <le  longueur  et  une 

autre  CNO  de  position ,    trouver  le  point  N  JOi/i"  lequel  on 
voit  la  ligne  AR  ^ous  le  plus  grand  angle  possible. 
On  a  • 

tapg  ^iV:^  =  Ung  (^ATiC  —  ^iVA:) 

"^   I  -f  lang  BN^K  X  tang  ^iVA 

Si  l'on  désigne  CiV  par  x  y  CA  par  /»,  C^  par  b  ,  d'oîi 
J5-<^  =:=  ^  —  a,  le  sinus  de  l'angle  NCB  par  m,  et  son  cosinus 
par  72  y  et  que  l'on  abaisse  l^  perpendiculaire  NK  su|r  CB^\ 
Qn  aura 


et  coDséqueiniDent 

'"S  .~    JT»  4.  fl6  —  (lï  +  ï>  nx    "•^^  • 

I  < 

On  trouvera 

d'où  on  déduira 

^  Tq»  £lil  pMAfr  ippp  Jet  ^'nu  >#  et  \B  d^qnëi  on«  c&*^ 
conférence  tangente  à  k  ligne  CO,  et  que  N  séitke  poèat  de 
tangence,  on  aura  ' 

CB  :  CPf  ::  CN  :  CA  ^^    d'où    a:*  =  ah. 


-    •    ' 


d'r 
Le  coefficient  diff<^re»liel  -j~-  *prè3  \%  AttI$tiUltM9n  fi«  ^ 

pour  x*,  devient 

» 

quantité  WffWtidUpent  jaega|iv;ç  ,  1^  f?ftf(^?(Ai|fiq«c  *  ^^ 

Considérons  enfin  £i  cas  ôii  la  valeur  de  x  tirée  de  l'égalité 
à  ziro  du  coefficient  difierentieT  du  prWier  ordre ,  rendrait 
infini  Tuv  deft  coefficîeva  diffiérèntiels  qni  iioi|reat  4na|er  pour 
qu^il  y  ait  maximum  ou  minimum '^  et  alors  le  développe^ 
ment  de  f(x  -+•  i)  serait  fautif  pour  cette  valeur  de  ». 

Soit,  par  exemple^  '  ' 

jrc=b  +  (X'^ay, 


t       »       ,<• 


tSo  Lsçons 

la   fonction  qa'il  ^s'agit  de  rendre  maximum  on  minimum» 
On  aura 

M 

y  =  |(j:  — a)3=:o,    d'où    ar  =  a, 
valeur  qui  donne 

9l/(x  — a) 

Pour  juger  ce  qui  arrive ,  pour  cette  valeur  de  x  ^  on  fera 
directement,  les  deux  déveioppemens 

/(«  +  i)  =  b  +  i%   /(a  -»)  =  *-  iK 

•et  pn  reconnailra  que  la  fonction  ne  comporte  ni  maximum 
ni  minimum. 

Au  contraire  ;  pour  la  fonction 

y  =  b  +  {x  —  a)^^ 

on  a  toujours  x  =:  6  pour  j^  =  o ,  valeur  qui  rend  jr^  =  ao  : 
mais  alors  ^ 


f   •< 


D'où  Ton  conclut  *  que  a:  =:  a  et  j^  ;=  6  rendent  la  fonction 
proposée   un   minimum.  On  aurait  un  maximum  pour  U 

fonction 

«  *■     •  <       A 

,         J-ï=^— .(X— ,«)% 

On  penit  ;se  préposer  ces  fonctions  plus  génëralel 

jr:±zb±:(x  —  aj''f 
n  étiint  successivement  supposé  un  nombre  pair  et  impair. 


DB  Calcul  DiFFÉnsNTiEL.  »  aSi 


CHAPITRE    XIX. 

Des  Points  singuliers. 

1%  Des  Points  multiples* 

LoRSQVB  plusieurs  branches  d'une  même  courbe  viennent 
se  rencontrer  en  un  point ,  ce  point  est  multiple  ^  il  est 
double ,  b'û  répond  à  deux  branche  ;  triple  ^  s'il  répond  à 
trois  I  etc. 

Considérons^  ponr  plus  de  simplicité^  un  point  double ^  ctFi^*  i6« 
soit  m  ce  point  :  il  est  formé  par  intersection   des  branches 
jintpny  nqmCy  ou  par  celle  des  brakichee  Ampriy  nqpiC** 

Représentons  l'équation  de  la  courbe  délivrée  de  radicaux 
par  us=zo  y  u  étant  une  fonction  rationnelle  de  x  et  ^ ,  et  par 

■5^  +  17^^  =  » W' 

é 

ladérivée  du  premier  ordre  de  U  =  o,  -r-^*  -; —  étant  aussi  des 

àx      dx 
fonctions  rationnelles  de  x  et  y» 

n  se  présente  deux  cas  à  examiner  :  l*»  celui  oîi  les  deux 
branches  de  la  courbe  se  coupent  a«  point  m}  :k\  celui  où 
^lles  se  touchent  en  ce  point* 

i**»  C0S.  Il  «st  visible  <f^t  Téquation  (i):  donnera  une  va- 

dr 
leur  unique  de  -^ —  pour  chaque  point' de  la  courbe;  antre 


»\ 
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que  le  point  m  :  car  aa  point  m  oii  les  deux  branches  vien» 

nent  se  couper ,  la  valeur  de  -^   doit    être   double  •   puis- 

qu'en   ce  point ,  chacune  des  langeâtes  doit  avoir  sa  valeur 

distincte  de  ceHe  de  l'autre  ;  or ,  corame  il  est  impossible  de 

tirer  de  (i)  ,  celte  double  valeur  de  y  ^  parce  que  ^  est  à 

dtt         d  u 
la  première  puissance,  et  que  --= — et  ~j —   sont    des    fonctions 

rationnelles  de  y  et  Xy  «n  doit  dhric  avoir  j^  =  |,  après  la 

substitution  faite   des  coordonnées  du  point  m  po^r  x  et  y 

,  du        du        ..     . 

dans  -; — ,    *-T— •    Am^i  on  aura 
dx      df 

au  du         ' 

par  le  fait  de  ces  substitutions. 

a«.  Cas.  Si»|;pposoiis  que  les  i0W,  Hrwiches  u  toocbtvt^  at 
qu'elles  aient  au  point  m  un  contact  de  l'ordre  n  :  alors  les 
n  premiers  cpefQciens  différentiels  AMrppt  liçs  mén^çs  valefiff 
pour  les  deux  branches  (  chap.  XVI  )  ^  mais  celui  de  l'ordre 
n  + 1  devra  prcncjre  deux  valeurs  dififër^ntes.  Or,  si  on  dif- 
fërentie  n  fois  de  suite  1  équation  (i);  on  awivera  à  une  équa<* 
tion  dérivée  de  cette  forme   (chap.  YI) 

^\i  L  est    fonction  ^e  Xj  y  etydes  cç^icieipdiffértnriela 

êr  dv"*  du' 

~-  ....  f^ ,    et  M  représente  -r— ,    en   observant  que 

le  coefficient  différentiel  de  Tordre  le  plus  élevé,  a  toujours 
même    coefficient    dans   les    dérivées   successives    oe   réqua** 

fion  li  =  o  (  chap.  VI).  H  fa«*Pt  donc  ^uc    ^J^^  5=\r^«*» J 
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prenne  deux  valeurs >  ce  qui  e$t  împotsible ,  pniique  Téqua- 
tJon  (2)  est  du  premier  d«grë  en  ^C"*^'),  et  que  M  txL  sont 
Ats  fonctions  rationnelles  en  x  et  jr. 

On  devra  donc  avoir  Mz:zzo,  par  la  8ub$titutîon  des  coor* 
données  a:  et  j"  du  ppint  m  :  donc  en  vertu  de  l'ëquation  (i) 

■y  •  11       ^W  nr  dw 

dans  laquelle  --7—  est  M,  oM  aura  encore  --r —  730. 

Il  est  donc    démontré  qu'au  point   n^u^tiple^   la  valeur  de 

dy  ,  '  •  ■   •  •  ' ,     o 

—^  se  présente  toujours  sous  la  forme  ^^—^  soit  que  les  bran- 
ches de  la  courbe  s^  coupent^  soit  (pi'e^Ies  se  touchent.  Mais 
ce  iqoi  distingue  le  premier  cas  du  second ,  C^est  que  y  prenA 
plusieurs  valeurs  au  point  011  plusieurs  bj»tncbes  se  coupent^ 
tandis  qu'il  n'en  prend  qu'une  &eule  ^u  ppint  ok  plusieurs 
branches  se 'touchent.  *  -       , 

Mais  il  importe  ^'observer  que  TinviÇi^e  d^  cptte  prppo^îr 
fion  n'a  pas  toujours  Ueu  »  c'e$t«*4-dire,  q^er  b«  coordonnées 

d'un  point  de  la   conrbe  /  étant   substituées   dans  "b~i  "r^ 

peuvent  rendre  ces  fonctions  nulles  ,  sans  ,  que  pour  cela  le 
point  soit  multiple. 

Pour  le  fidrè  voir,  prenons 'l'équation 

daaas  laquelle  m  est  un   Nombre  éritîcr  pair  ou  impair.  En 

3.    ,        .  ,  '      -^  •■  '  '    '-  dy 

différentiant  cette  équation ,  on  en  tire  celle  valeur  du  --tt— > 

djr  m(x—  1  )^-'3:4-(a: — iV* 

valeur  qui  devient  —  au  ppint  de  la  courbe  a:  =  i ,  qui  danna 

^=  o.^'Or  ce  point  est  double  ou  simple,  s^Ion  que  m  est  =  a 
ipu  ==5)  car,  dans  le  second  cas,  la  courbe  n'a  qu'une  seule 


*      * 
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branche  y  et  par. conséquent  aucun  point  multiple  |  et|  dans 
le  premier  y  elle  a  deux  branches  qui  viennent  se  couper  au 
point  en  question. 

On  a  donc  cette  règle  pour  découvrir  les  points  multiples. 
L'équation  de  la'courbe ,  délivrée  de  radicaux,  étant  u  =  0| 
et  sa  dérivée  .du  premier  ordre  étant 

-  du      '  dû 

on  posera  les  deux  équations  -^^  s=  o  «    -r*  =  o  «   d  ou  ron 

tirera  un  nombre  déterminé  de  valeurs  réelles  de  xety^  on 
les  substituera  dans  11=0^  et,  en  ne  retenant  que  celles  de 
ces  valeurs  qui  satisfont  à  cette  équation ,  on  sera  sûr  d'avoir 
les  coordonnées  de  tous  les  points  de  la  courbe  qui  peuvent 
être  des  points  multiples.  On  reconnaîtra  ensuite  si  ce  point 
est  effectivement  multiple^  en  examinant  le  cours  delà  courbe 
de  part  et  d'autre  de  ce  point* 

Lorsque  pour  des  valeurs  déterminée^  de  x  et  jTj  l'équa- 
tion  (  I  )    devient  identiquement  nulle ,  ainsi   qu'il  arrive  aa 

dv 
point  multiple^  il  esjt  impossible  d'en  tirer  la  valeur  de --r— ^ 

et  il  faut  alors  avoir  recours,  pour  déterminer  cette  valeur  y 
à  la  dérivée  du  second  ordre  de  1/  =:  o ,  laquelle  à  causé  de 

du  »  ^V 

-7—  =  o  •  est  du  second  degré  en  y'  ou  en  -; —  ,    et  est  propre 
Qjr  ^  .  dx 

à  donner  la   double   valeur  de  jr'.    Si  j-'   comporte  plus  de 

deux  valeurs,    ou    si  le  point    est  triple,  la  dérivée  seconde 

4levient    insuffisante  ,    et  il   faut   recourir   à  la  dérivée  troi- 

dv 
âième  qui,  après  les  réductions ,  donnera  --p—  par  une  équation 


\ 
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ûa  troisième  degré  >  et  ainsi  de  suite  ;  pour  les  points  d'un  plus  * 
haut  degré  de  multiplicité. 

Proposons-nous  de  rechercher  si  la  courbe  représentée  par 

fljr» -|.  X*— 6a?2r  —  0=  tt, 

comporte  un  point  multiple^  et   de  reconnaître  le  degré  de 

multiplicité  de  ce  point.  Conformément  à  la  règle  énobcée, 

du  du 

nous  calculerons  — j —  =  a  ûy ,  --7 —  =  3  x*  —  a  èx ,  et  nous 

aurons  ces  deux  conditions 

aa^  =  Oy    5  a:*  — aAx=o, 

desquelles  on  tîre^  =  o,  «  =  0;  xz=.^b.  Mais  des  deux 
valeurs  de  x  ,  la  première  seule  prise  avec  ^  =  o  ,  satisfait  k 
la  proposée  y  en  sorte  qu'il  existe  un  point  multiple  dout  les 
coordonnées  sont  ^  ==  o  ,  x  =  o.  Pour  reconnaître  le  degré 
de  multiplicité  de  ce  point  ^  nous  passerons  à  Téquation  dé- 
rivée du  second  ordre  ;  de  laquelle  on  tire 

/  dy  \*  ,6x  —  aô  ^ 

\  dx  J  2a 

et  y  pour  X  =  G  ^ 


dx  ^       a 


donc  le  point  en  question  est  double  ^  puisqu'il  ne  com- 
porte que  deux  tangentes^  et  il  est  une  intersection  de  deux 
branches. 

Si  6  esc  négatif  dans  la  proposée ,  alors 


dx 


=  *|/-T-   - 


Pour    expliquer   ce   fait,    on    observera    qu*à    des    abscisses 
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*  négatives  comprises  entre  xrs  o  et  J9^r=  b  y  rëpondent  tonjours  , 
dans  la  courbe  en  question^  des  ordonnées  imaginaires  )  que 

-  pour  des  abscisses  négatives  xsssb  et  J^  >  Â^  les  ordonnées  sont 
réelles  y  qu'à  des  abscisses  positives  quelconques  ^  répondent  des 
ordonnées  constamment  imaginaires.  D'oil  Ton  conclut  que  l'ori- 
gine est  un  point  isolé  ou  détaché ,  mais  qui  £iit  cependant  sys- 
tème avec  les  autres  points  de  la  courbe ,  puisqu'il  est  lié  avec 
eux  par  une  même  équation  t  donc  les  tangentes  calculées 
pour  ce  point ,  doivent  être  imaginaires.  Ce  point  est  encore 
dit  conjugué  :  nous  allons  donner  la  théorie  qui  concerne  ces 
sortes  de  points* 

a<*.  Des  points  conjugués* 

Les  points  conjugués  d^une  C0uii»e,  sont  donc  des  points 
entièrement  séparés  des  branches  de  cette  courbe  y  et  qu'on 
regarde  comme  faisant  partie  de  la  courbe;  parce  que  leurs 
coordonnées  satisfont  à  son  équation. 

Diaprés  cela,  si  m  est  un  point  conjugué^  et  que  l'abscisse 
de  ce  point  y  soit  x  =  a  y  il  faudra  que  la  valeur  de  l'or- 
donnée qui  répond  k  x=ay  soit  réelle  ^  et  que  celles  qui 
répondent  k  x  =  a  dziy  soient  imaginaires  y  i  étant  une  quan- 
tité quelconque  indéterminée  aussi  petite  qu'on  voudra.' 

Or;  ces  valeurs  de  l'ordonnée  |  seront  données  par  la  série 
convergente 


^y  . ,  ^r  »•   .  *r 


i 


3 


r  ±  -7^  i+  -^ ±  ~ ^  +  etc., 

^         do?      ^d«»  1.2        dx^  1.2.5^      / 

dans  laquelle  on  doit  faire  x  =  a }  il  faudm  donc  que  ;  dans 

dy        d*y 
la  suite  infinie  des   coefSciens  différentiels     ,      ^    -^ —  y  etc. , 

QX        ûx^ 

il  s'en  trouve    qui  ;    pour  xh=za  y    n'aient    que   des  valeur» 
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imagiaalres  ;  et  ^  réciproquement ,  Â  cette  circonstance  a  lieu  ^  le 

point  dont  rabscÎMe  tsia  y  sera  an  point  conjugue. 

£n  partant  de   cette  propriété   des  points  conjugués  ,   on 

peut  aisément  prouver^  qu'en  ces  points ,  comme  aux  pointa 

dy 
multiples^  la  valeur  du  ^-r— ?    déduite   de  Féquation    de    la 

courbe  ,  délivrée  de  radicaux ,  doit  se  présenter  so^s  la  forme 

o  d^+'r 

—  :   car  en  supposant  que       ^^^  y    soit    le    premier  coeffi* 

cient  différentiel  qui    devienne  imaginaire  y  pour  â:  =  a  |   la 
valeur  de  ce  coefficient ,  ne  pourrait  être  donnée  par 

puisque   JRf  et   L  ne  contiennent  pas    de    radicaux,   même 
après  l'élimination  de  y'y  J^i  ^"'.•.  •^C»  — 0  :  il  faut  donc 

qu'on  ait  Jlf =--r—  =0,  et,  d'après  l'équation  (i),--r— =0  ;  ainsi 

QT  CImT 

la  valeur  de -^  devra    se  présenter  sous  la    forme — •  Les 

ax  o 

points  copjugués  seront  donc  déterminés ,  comme  on  Ta  déjà 

va  par  un  exemple,  en  même  tems  que  les  points  multiples^ 

et  par  la  règle  énoncée  ci-dessus. 

3*.  D^t  Umiies  ^une  courbe  dans  le  sens  des  ordonnées , 

ei  dans  celui  des  abscisses* 

On  sait  déjà  que  la  tangente  à  la  coorbe^  est  parallèle  à 

dy 
Taxe  des  abscisses  aux  points  où  la  valeur  de -^  est  nulle  ^ 

dx 

et  que  cette  tangente  est  perpendiculaire  au  même  axe  aux 

dy 
points  où  la  valeur  de  -p-  est  infinie,  et  que,  réciprçque- 


\ 
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ment  f  lorsque  la  tangente  en  un  point  d'ane  courbe  ^  est 
parallèle  y  ou  perpendiculaire  à  Taxe  des  abscisses^  la  valeur 

dr 
de  -—  est  nulle  ou  infinie. 

iïx 

On  déterminera  donc  les  limites  d'une  courbe  dans  le  sens 
des    ordonnées  |    et    dans  le    sens  des  abscisses  |  en   posant 

successivement  les  équations  -7^  =  o  ,    -p—  =  < —  =  od  ;  ces 

*  QX  ilX         ^o 

équations  combinées  avec  celle  de  la  courbe,  donneront  les 
coordonnées  de  tous  les  points  qui  peuvent  être  des^  limites 
de  cette  courbe  ;  mais  il  ne  faudra  pas  conclure  que  tous 
les  points  ainsi  trouvés  répondent  effectivement  à  des  limites  ^ 
et  il  n'y  aura  ^  en  général  ^  d'autre  moyen  de  s'en  assurer^ 
cjue  d'examiner  le  cours  de  la  courbe  vers  chacun  de  sts 
points. 

4*.  Des  points  iP inflexion  et  des  points  de  rebroussenïent. 

D'abord  soit  jr  =Jx  Péquation  d'une  courbe  :  comme  oa 

i*        . 
peut  prendre  1  assez  petit  pour  que  le  signe  de  y^  —  soit  celui 

de  j^  —  -|-  le  reste  du  développement ,  on  voit  que  l'ordon- 

nécy(xdbi)  de  la  courbe,  sera  plus  grande  ou  plus  petite  que 
l'ordonnée  y  zfcj*'  *  de  la  tangente,  sui\'^nt  que^*  sera  positif 

p;„.  ,^  ou  négatif^  en  sorte  que^  dans  le  premier  cas^  la  courbe  tour«- 
et  18.    ncra  &a  convexité  vers  l'axe  des  abscisses^  et,  dans  le  second , 
el!e  présentera  sa  concavité  au  même  axe. 

**{;•  '9*  Ainsi  au  point  /!/  oii  la  courbe  de  concave  devient  convexe- 
vers  l'axe  u4Xj  point  qu^on  nomme  inflexion  ,  jr^^  doit  changer 
de  signe  y  ce  qui  exige  qu'en  ce  point  j  y^  soit  nul  ou  infini. 
C'est  au  reste  ce  qui  va  être  énoncé  plus  généralement. 

Soit  Yz=ifx   l'équation  d'une   courbe   résolue  par  rapport 
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à^^  et  soient  a  et  ji  Tabscisse  et  l'ordonnée  d'un  point  m 
délertniné  de  celte  coarbe.  L^ordonnée  qui  répond  à  l'abs- 
cisse ar  =  a-!|-*,  c*est*à-dire ,  la  fonction /*(«-!- i)  pourra 
toujours  être  déreloppée  en  une  suite  de  cette  forme 

^+Bi^+  Cl^  +  m  -f-  Eâ  +  etc., 

^>  ^y  y  9  ^7  f-^^^y  étant  une  suite  d'^xposans  positifs  ^t  erois- 
sans-^  et  le  premier  terme  du  développement  étant  l'ordonnée 
du  point  m.  Les  coefHciens  A^B,  C^D^  etc*  seront  tous 
réels  9  si  I  comme  nous  le  supposons  ici  ^  k  *  point  m  que 
nous  considérons,  n'est  pas  un  point  conjugué. 

Si  Teiposant  «  est   plus    petit  que    Paoité^    la  valeur   dU 

-= —  qui  nest  que  — =^ — p ^   pour   »  =  o,   (  pag.  117)   sera 

infinie  au  point  m;  par  conséquent  la  tangente  à  la  courbe 

en  ce  point ,  sera  perpendiculaire  à  l'axe  des  abscisses  ^  si ,  au  cou- 

dy 
traire  9  cet  exposant  est  plus  grand  que  l'uiiité^  la  valeur  du     , 

« 

sera  nulle  an  point  m  y  et  la  tangente  à  la  courbe  en  ce  point , 
sera  parallèle  à  l'axe  des  abscisses  \  c'est  ce  qui  peut  arriver  dans 
des  points  soit  d'infiexion  soit  de  rebrousscment^  co'nime  nous 
le  feroQS  voir  par  des  exemples  places  à  la  suite  de  la  théorie» 
Si  donc  dn  stippose  que  Ton  ait  déterminé  d'avance  les  points 
de  la  courbe  ^  quels  qu'ils  soient ,  dans  lesquels  la  tangente  est 
perpendiculaire  ou  parallèle  à  l'axe  des  abscisses  ;  et  qu'il  ne 
s^agisse  plus  maintenant  que  de  ceux  où  la  tangente  est 
indicée  sur  ce  même  axe^  on  aura  a  =:  i ,  et  le  développe- 
ment deviendra  , 

Cela  posé  y  en  prenant  pour  t  une  très-petite  quantité  posi- 
tive ou  négative  ,  cette  série  sera  convergente ,  et  elle  tlon- 
iiera   la  valeur  de  ^(o  +  Oy  ou  celle  de /(a  —  i)\  or  il 

»9 
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è 

se  présente  ici  deux  cas  à  examiner  :  1*.  celui  ou  aucan  dei 
exposans-^y  y>  ^9  ^^^*r  n'est  une  fraclion  de  dénominateur 
pair;  2^.  celui  où  il  se  trouve  de, pareilles  fractions  parmi  les 
exposans^  en  supposant  toutes  ces  fractions^,  y,  i'j  etc.  , 
réduites  à  la  plus  simple  expression  9  et  alors  ou  l£s  deux  termes 
toht  impairs  |  ou  Tun  est  pair  et  l'autre  impair.^ 

Datis  le  premier  cas|  Q'est-à-dire^  si  l'exposant  fi  est  nombre 
impair- y  ou  une  fraction  dont  les  deu&  termes  soient  des 
nombres  impairs  y  la  courbe  subira  une  inflexion  au  point  m. 
£n  effet,  si  Ton  conçoit  une  tangente  à  la  courbe  au  point  m  , 
la  différence  entre  l'ordonnée  de  cette  tangente  y  et  celle  de 
1a  courbe  y  pour  une  abscisse  x^=:a  •\- i  ^  différence  -qui  se 
compte 'de  la  tangente ,  sera  exprimée  par 

A  =  ft^  +  Di^  -f.  £/  +  etc.  : 

comme  on  pourra  toujours  prendre  pour  fune  quantité  positive 
.  ou  négative  assez  petite  pour  que  le  signe  du  premier  terme 
CV   décide    du  signe  de   la    totalité  de'  la   série ,  ce    premier 
terme   changera   de   signe  avec  i  y  dans  l'hypothèse  actuelle  } 
donc  la  tangente  qui  était  au-dessus   de    la  courbe  9  à  droite 
du  point  de  tangence,  par  exemple  ^  passera  au-dessous  de  la 
courbe,  à  gauche  du  même  poi/it,  ou  t;*ce  versa \  par  con- 
séquent la   tangente  coupera'  la  courbe   en  m ,   et  la  courbe 
sera   infléchie   en   ce  point.    Si   le    dénominateur  de  fi  étant 
toujours  impair  ,  le  numérateur  est  pair ,  la  courbe   ne  pré- 
sentera rien  de  particulier ,  parce  que ,  pour  /  positif  et  né- 
gatif,' le  terme  Ci^  qui  donne  son  signe  au  développement^ 
sera  toujours  réel  et  de  même  signe  ;  ainsi  la  tangente   sera 
toute  entière  au-dessus   ou   au-dessous  de  hz  courbe  à  droite 
«t  à  gauche  du  point  de  tangcnce.  Même  couclusion  dans  le 
cas  oii  fi  est  un  nombre  entier  pair. 

Toutes  les  fois  que  l'exposant  fi  est  différent  du  nombre  2^ 


/ 
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d'r 
la  valeur  du  - —  est  nulle  ou  infinie  pour  a:  =z  a  t  nulle  si 

fi  surpasse  2,  et  infinie  si  /S  est  *<  2,  en  observant  toujours 

^^  IF   ~ d? pour  i  =  o  et  j:  =  û  (pag.  1.7). 

d?r 
De  ce  qu'en  tout  point  d'infléiion ,  la  valeur  du  ^—  est  néces- 

i 

sâirement  égale  à  zéro  ou  à  Tinflni ,  ainsi  que  nous  venons  de  le 
démontrer,  il  s'ensuit  que  si   l'on   lire    de.  TtiqaalioD    de,  la 

d'r  M 

courbe  la  valeur  de  -r —    sous  la  forme  d'une  fraction    ^rr  «   il 

dx*  N   ' 

faudra  faire  successivement  Afc=o  et  i\^=.oj_et,   en  corn- 

binant  ces  équations  avec  celle  de  la  courbe^  on  «déterminera 

les    coordonnées   de    tous    les    poiots   de  cette  courbe ,   qui 

peuvent  ékre  des  points  d'inflexion  >  parce  que   -~  peut  avoir 

une  valeur  nulle  ou  infinie  en  des. points  où  il  n'y  ait  pas 
inflexion.  Il  faudra  ensuite  discuter  le  cours  de  ja  courbe  \tr% 
chacun  de  ces  points  ,  pour  reconnaître  s'ils  répondent 
effeclivcment  à  des  inflexions  de  la  courbe* 

Examinons  maintenant  le  cas  oti  ^  parmi  Jes  exposaos 
/B;  y»  ^f  etc.  ^  il  se  trouve  des  fractions  de .  dér\oqiinateur 
pair,  et  alors  les  numérateurs,  correspondans  ne  peuvent  être 
que  des  nombres  impairs. 

11  est  évident  que  ,  dans  ce  cas  ,  la.  vali  ur  de  .Kune  des 
fonctions  /{a  -{-  i) ,  'f{ a  — ^  1  )  est  réelle ,  tandis  que  celle  <j«j 
l'autre  est  imaginaire;  la  courbe  a.  donc  des,, pmnts  d'un  côté- 
du  point  m ,  et  elle  n'en  a  pas  du  côté  opposé  ;  par  consé- 
quent ce  point  est  ou  un  point  de  rebfQusser^ffi f.  ou  une 
simple  limite  de  la  courbe  dans  le  sens  dps  abscisses.  Mais 
en  un  point  de  cette  dernière  espèce  ,  la  tangente  à  la  courbe 
serait  perpendiculaire  à  l'axe  des  abscisses ,  ce  qui  sepit  contre 
la  supposiliou  faite  qu'on  a  déterminé  d'avauicu  les  j^ojnts  de 
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la  courbe,  où  la  tangente  est  parallèle  ou  perpendiculaire  k 
cet  axe.  Le  point  m  est  donc  un  point  de  rebroussement. 
Réciproquement  y  lorsqu'une  courbe  doit  avoir  un  rebrous* 
sèment  au  point  m  dont  Tabscisse  xt=a,  rinspeçtion  de  la 
figure  fait  voir  que  l'ordonnée  de  la  courbe  doit  avoir  ^ une 
valeur  unique  pour  a:  =:  a,  deux  valeurs  distinctes  pour  xis^a^^ij 
et  devenir  imaginaire  pour  or  =  ^z  —  /.  Il  fiiudra  donc  que 
réquation  de  la  courbe  résolue  par  rapport  à  l'ordonnée»  et 
que  nous  avons  représentée  plus  haut  par  y  =yàr ,  renferme 
un  radical  pair  de  x  —  a ,  qui  deviendra  nul  pour  X'=.a^ 
qui  aura  deux  valeurs  pour  a:=:a  -f-'S  et  qui  sera  imaginaire 
pour  x:=.a^i  i  par  conséquent  le  développement  ci-dessus 
de /(a -)-<*)  contiendra  un  radical  pair  de  i,  et  |  c'est  ce 
qui  introduit  des  fractions  de  dénominateur  pair  parmi  les 
exposa^is  /S ,  y  /  ^y  etc.  On  observera  que  si  ^^  sous  le  radical 
pair ,  il  se  trouve  a  —  x  au-licu  de  x  —  a  ,  l'hypothèse 
â:s=<i-f-£  donnera  des  valeurs  imaginaires ,  tandis  que,  pour 
X  =  a  —  / ,  on  aura  ^e%  valeurs  réelles.  Ainsi  dans  le  pre- 
mier caS|  les  deux  branqjies  qui  forment  le  point  de  rebrous- 
scment  seront  à  droite  de  ce  point ,  et  dans  le  second  cas  | 
elles  seront  à  sa  gauche. 

On   a  un  point  de  rebrousscment  de  la  première  espèce  p 
*^*      *  lorsque  les  deux  branches  de  la  courbe  laissent  cnlro  elles  la 
tangente.  Pour  ce  point ,  les  deux  râleurs  de  la  différence; 

entre  l'ordonnée  de  chacune  des  branches ,  et  celle  de  la  tan- 
gente pour  une  même  abscisse  f  j  quelque  petite  qu'elle 
soit,  doivent  être  de  différens  signes,  pour  que  la  tangente 
de  laquelle  on  compte  ces  différences ,  se  trouve  entre  les 
deux  branches  j  condition  qui  ne  peut  être  remplie  analyti- 
'quemeNt ,  qu'autant  que  re;(posant  fi  dans  le  preniiier  terme 
de  A,  sera  une  fraction   ayant   un    dénominateur  pair,  afin 


que  A  ait  aassî  un  double  signe  >  et  prenne  ainsi  deux  va- 
leurs de  signes  contraires.  Ainsi  la  forme  de  l*<*quation  d*uae 
courbe  qui  offre  un  rebreu  s  sèment  de  la  première  espèce , 
doit  être  telle  qu'après  avoir  changé  ^  en  a-f*^  ou  en  a — 1« 
a  étant  Tabscisse  du  point  de  rebroussoment  ^  et  effacé  le  " 
terme  sans  i  et  celui  de  première  puiismce  en  iy.  le  premier 
des  termes  restans ,  renferme  une  puissance  fractionnaire  de  i  ; 
à  dénominateur  pair. 

Passons  maintenant  au  point  de  rebroussement  de  la  se^ 
conde  espèce ,  qu'on  nomme  ainsi;  parce  qu'il  est  formé  de  p.     ^^^ 
deux  branches  qui  laissent  au-dessus  ou  au-*dessous  d'elles  la 
tangente  en  ce  point.  Il   est  visible  que  les  deux  valeurs  de 
la  différence  A  ^  pour  une  même  valeur  de  i  y  quelque  petite 
qu'elle  soit ,  doivent  avoir  le  même  signe  \  ce  qui  ne  peut 
arriver  j  à  moins  que  le  premier  terme  de  la  différence  ^A  qui 
donne  son  signe  au  développement ,  ne  contienne  une  puissance 
entière  de  i ,  et  que  l'un  des  suivans  n'ait  deux  signes»  On  voit 
donc  que  les  équations  des  courbes  qui  offrent   «a  rebrous- 
sement de  la  seconde  espèce  ^  doivent  être  telles  qu'après  aveâr 
écrit  a  4*  <  ou  a  -—  t  pour  x  ^  a  étant  l'abscisse  du  point  de 
rebroussement  ^  et  effacé  les  ternies  sans  i  et  de  première  puis- 
sance de  ^,  le  premier  terme  du  développement  ordonné  suivant 
les  puissances    de  t«  soit  un  terme   de  puissance  entière  de 
cet  accroissement. 

Ainsi  quant  aux  rebroussemens  de  la  première  espèce  |  Ja 

d*y 
valeur  du  -—-^  est  toujours  nulle  ou   infinie  ,  pulsqu'en    ces 

d'/Ga  +  O 
points  y  l'exposant  fi  étant  toujours  fractionnaire  >  j-- 

.    qui,  pour  i  =  o,  se  réduit  à  —^   (pag«  117)  a  pour  l'un  de 

ses  termes  fi  {fi-^  i)  Ci^'^^y  et  qu'ainsi  y  pour  iS>aj  ce 
coefScient  sera  nul ,  tandis  que  pour  iS  <  2 ,  il  sera  infini. 


J 
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Quant  aux  points  de  rebroussemens  de  la  seconde  espèce ,  le 
calcul  différentiel  ne  peut  fournir  aucune  règle  pour  les  trouver 
directeniçnt  ;  Jes  considérations  précédentes  en  i^onnent  la 
raison  j  car  le  terme  qui  doit  contenir  une  pirissance  fraction* 
■  naire  de  *,  dans  le  développemeùt  dey(a  +  0  n'étant  pai 
délçrniiné,  on^ne  peut  pas  dire  qtiel  est  le  premier  Coeffi- 
cient différentiel    qui   doit  devenir  infini. 

lorsque   dans   le  rcbroussement   de   la   seconde   espèce,    te 

coefficient  dans  le  premier  terme  de  la  différence  A,  sera  positif, 

et  <\\ye  d'àiMcHrs. les  branches   s'étendront  dans  la   région  des 

♦  'abscis9es  i  pr»sihvt.*s,  les  deux  brauches  seront  au-dessus  de  la 

tan^enlife;  par   rapport  à  Taxe   des  x  j    lorsqu'au  ctjntraife   ce 

coe^icient  sera  négatif  dans  le  cas  supposé ,  les  deux  branches 

"tomberont  au-dessous  de  celte  tangente.  Il  est  d'ailleurs  facile 

'  de  \^>ir  que  le^  doux  branches  pourront  s'étendre  a  droite  on 

*  à  gauche  du  point  de  rebrousscment ,  ainsi  que  nous  l'avons 

expliqué  à  Tégard  de  celui  de  la  première   espèce. 

Du  "^restc ,  les  points  de  rebrousscmens  des  deux  espèces, 
'  poQvant  être  considérés  comme  des  points  multiples,  on  con- 
'.  sait  déjà  la  règle  qui  les  fera  trouver. 

On  voit  donc  que  le  calcul  différentiel,  fournit  des  règles 
.  certaines  pour  trouver  les  points  d'une  courbe,  qui  peuvent 
'^tre  des  points  singuliers ,  lorsqu'on  connaît  l'équation  de 
celle  courbe^  mais  pour  reconnailre  si  les  points  de  la  courbe, 
indiques  par  le  calcul  différentiel,  sont  eftectiveinent  des  points 
singuliers,  ain^i  que  pour  eu  reconnaître  la  nature^  il  n*jf  a 
pas  de  mojën  plus  assuré,  du  moins,  en  général,  que  dis- 
cuter le  cours  de  la  courbe  aux  environs  de  ces  points. 

Ps'ous   allons   ajouter   <}uelquts  exemples  à    ceux  que   noua 
flYons  déjà  traités. 

.  A%  ïlccherchons  si  la  courbe  de  l'équation 
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comporte  its  points  multiples  :  on  en  déduit 

•  • 

■  • 

en  omettant  les  termes  en  jff^  ^"'•••.  qui  disparaissent,  ainsi 
qu'on  l'a  vu  dans  la  théorie.  On  a  donc  les  deux  équations 

3aj^  —  x*  =  o,      a:*(j^+i)  =  oj 

4  

desquelles  on  tire  j^  =  —  A  ,  x  =  |/5/i6*  qui  ne  satisfont  pas 

à  la  proposée  ;  puis  x  =  o  |  /  =  o  ,  èolutidn  de  cette  équation^ 

L'origine  peut  donc    être  un  point  multiple.  Pour  ce  peint 

tous  les  termes  de  la  dérivée  du  second  ordre  disparaissent}  celle 

du  troisième  I  devient 

qui  ne  donnant  pour  jr'  qu'une  seule  racine  réelle^  apprend 
que  la  courbe  n'^  pas  de  point  multiple. 

a*.  Soit 

j^  —  a:^  +  x^-f.  3j:'r*  ï=  o  ; 
d'où 

2^7'  l  aj^  +  5a:')  4-  4*'  — .5ar4  -|-  Sf*x  =  0, 
en  posant    . 

jr{2jr^  +  3a:»)  =0,      x(4a:»  — 5:k^+6j^)  =  o, 

on  trouve  que  x  =  o,  j*=:o  sont  les  seules  solutions  de  ces 
deux  cquatioris  et  de  la  proposée.  Les  dérivées  du  second  et 
du  troisième  ordre  sont  alors  nulles*  d'elles-mêmes  :  celle  du 
quatrième  devient 

^'4  4-  3y^  +  1  =  0, 

dont  les  racines  sont  imaginairer:  ainsi  l'origine  est  un  point 
conjugué. 


/• 
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3%  Soit 

après  en  avoir  déduit  Tes  dérivées  da  premier  et  du  second 
.  ordre , 

ou  posera 

et  on  trouvera  que 

yr=:2      o  et  ar  =  ±:a, 
j'ss  —  aetXïs:      o, 

'^'  ^  '  sont  leji  seules  solutions  de  ces  équations  et  de  la  proposée. 
D'abord  4r  =  o  donne  les  racines  ^=r— a  ti  yzzz^af  dont 
la  première  est  double  :  au  sj^stéme  de  solutions^;  =  o  ^  ^  =  —  a 
correspondent  j^'r:  ~,  et  le  point  E  qui' est  double;  en  se- 
cond lieu  a:^=±  a  donne  les  points  doubles  D  et  jy.  Aà 
point  £,  on  a  j^' =Y^|,-et  aux  points  £>  et  Z?',^  =  ^5  5 
on  connaît  donc  en  ces  points  les  inclinaisons  des  farancUet 
sur  Taxe  des  abscisses, 

D'aillçurs  les  abscisses  j:c=o  ^  et  x:=i±,a  prises  la  pre- 
mière avec  yzrzl  a,  et  la  seconde  avec  y= —  ^o,  donnant 
j'=ro,  peuvent  indiquer  des  maxima  ou  des  minima  d'or- 
•  ilonnées  :  pour  a?:=  o  la  dérivée  du  second  ordre  donne  y**  -^o , 
conscqucinment  Tordonnée  AF  est  un  maximum.  Pour  les 
abscisses  x  =r  ±  a ,  on  trouve  y^l  ^  o  ,  et  conséqucmment  les 
ordonnées  DH  j  jy  O  sont  des  minima  y  parce  que  les  plus 
grandes  ordonnées  n^i^tives  doivent  être  considérées  conmie 
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les  plus  petites  y   en  tant  qu'elles^  s'approclient  davantage  de 
l'infini  négatif.  Enfin  ^•'=^00,  c'est-à-dire , 

fera  connaître  les  points  K  et  G    dans  lesquels  la  tangente 
est  parallèle   à  l'axe  des  jr^  et  ces  points   correspondent    ^ 
j^  =  —  il,etj:=±:a  \/2  =i  j4C  =  jiB  j  en  sorle   que 
CK  =  BG  =  AE/ 

4%  Soit  l'équation 

X*  -4-  !iax''j'  —  ajr^  =  o  , 
d'où 

après  avoir  trouvé  que  l'origine  seule  peut  élre  un  point  muT-  Fig.  ^3. 
tiple ,  pour  en   reconnaître  le  degré  de  multiplicité ,  il  faut 
recourir  à  la'déi'ivée  du  troisième  ordre  ^  qui  donne 

^l  y  a  donc  ei\  ^  1^  point  triplev  On  ?iUira,  k&  mininm  HelOy 
en  p,oSfin( 

il  faut  rejeter  les  valeurs  x=:a^  ^==,0  ,  ^ï  donnent 
y  z=i%^  et  prendre  X*  =  — «y,  abscisse  qui  reportée  daio^ 
Téquation  de  ^  courbe^  donne  ^  =  o,  j'  =  — a:  on  prendra^ 
donc  ^=— aelar=:±:a:  ces  coordonnées  donnent »X*>^ • 
d'6à  on  conclut  deux  tninima  aux  points  iîf  et  O.  On  trouver^ 
les  limites  G  et  F,  en  posant  j' =00,  c'est-à-dire, 

2  a?*  —  3  j**  =  o , 

cette  équation  cop>binée  avec  ^ello  das  eourbcsi ,  donne 
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5^  Ea  partant  de  l'équation 

y*  —  axjr^  +  x^szOf 
on  a  les  dénvëes 

en  omettant  les  termes  de  y''^  y  nuls  par  leuit  coefficîena  j^ 
lorsqu'on  cherche  les  points  multiples  :  on  trouve  à  l'origine 
un  point  triple  pour  lequel  les  tangentes  s'ont 

y  =  dro,      y=:oo. 

Ainsi  les  denx  axes  sont  tangent  à  la  courbe  en  ce  poiqt. 
û\  Uéquation 

« 

est  encore  celle  d'une  courbe  qui  a  un  point  triple  à  l'origine  c 
nous  la  laissons  à  discuter. 

Lorsque  l'équation  tst  ^'expîîcîle  ,  c'est-à-dire,  résolue  par 
rapport  à  l'une  des  variables ,  la  recherche  des  points  mul- 
tiples I  par  exemple,  devient  plus  facile  y  ainsi  l'équation  étant 
résolue  par  rappoi;t  à  ^ ,  il  arrive  que  j  pour  l'abscisse  d'un 
po*nt  mult:ple,*un  radical  disparaît  par  son  coefRcient }  le 
degré  de  ce  radical  est  égal  au  iionibre  des  branches  qui  se 
coupent  en  ce  point  ,*  et  l'exposant  de  'son  coefficient  montre 
s'iry  a  simple  intersection  ou  oscillation  «o  point  multiple* 
C'est  ce  que  nous  allons  encore  éclaircir  par  les  exemple! 
suivans. 

C'est  ainsi  que 


perd  le  radical  pour  xs=6,  et  comme  ce  radical  ne  dispa-* 
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rail  pas  dans  xS  on  en  conclut  que  x-=.6  tijr:=.Z  sont  les 
coordonnées  d'un  point  double.  On  troureia  les  maxima  et 
minimày  et  la  limite. 

Il  y  a  un  point  conjugue  à  Torigine  des  coordonnées  dans 
h  courbe  de  l'équation 

parce  que  y  est  imaginaire  pour  les  points  voisins  à  droite  et 
à  gauche  de  l'origine. 

L'équation 

^  =  (a:  — ii)'|/x  — 6  +  c, 

est  celle  d'une  courbe  qui  a,  pour  l'abscisse  a:=:<i,  un  point 
double ,  et  en  ce  point  deux  valeurs  de  j'.  Si  l'on  fait 
disparsdtre  le  radical ,  par   l'élévation  au  carré   (  pag.  ) ,  - 

pour  avoir  les  valeurs  multiples  de  y'^  on  trouve  qu'au  point 
j?  =  n  et  j*  =  c ,  les  deux  valeurs  de  jr'  ne  différent  que  par 

le  signe. 

■  ■  » 

L'équation 

est  Celle  d'une  courbe  «qui  a  un  point  double  pour  t  =  £I, 
et^trrc;  coinnie  pour  ce  point,  les  quantités  X^y'^^y^  % 
ont  les  mêmes  valeurs  pour  les  doux  'branches  y  ces  deux  br«a- 
èbes  ont  même  cercle  oaculateur  au  point  double. 

Nous  passerons  à  la  recherche  des  pointr  d'inflexion. 

On  s'exercefa  d'abord  à  chercher  ceux  des  courbes  rophé- 


^ 


sentées  par  les  équations^=:6-^(x — a)^,y=ra:''  -[-  ^/^o;^ — i  ^ 


/  > 


jrr=.  x^  ^  x^  —  ^x"^  j  si  cependant  elles  en  fournissent.  Nous 
discuterons  plus  particiilicrement  la  courbe  de  l'équation 

J'«=(«  — 0(«— a)(x  — 3), 
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Fig.  !a4.  ^"*  ^^^^^  ^'*^®  ^^^  X  eu  R,  Rf  ti  Rff,  dont  on  connaîi  Uf 
abscisses^  on  en  dëdqit 

■jjj=(«-i)(x^2)  +  (a;-i  (a:-5)+(*-a)(*-5), 

-r-: =  00? 12.  • 

L'égalité  à  zéro  de  6  x  —  la,  donnera  a:  =  2  pour  Tabscisse 
d'un  point  d'inflexion  :  ce  point  est  en  R\  £a  eifet,  la  tan* 
,       gente  en  R'  a  pour  équation  (  ) 

?  =  •£■(?-»), 

p  étant  Tabscissc  et  q  l'ordonnée  d'un  point  quelconque  de  la 

tangente,  et  a:=:2  avec  r=o  étant  les  coordonnées  du  point 

ày. 
de  tangence  B'  ;  or,  pour  ce  point ,  --y-  =rr—  i ,  donc 

*7~  — (;i  — 2). 

Faisons  .r=24-^=fi  et  x=a  — -^5=^11,  et  désignons 
par  y  les  ordonnées  correspondantes  de  la  courbe  y  nous 
aurons 

pour    x=p=^^....q=2'r-^^....V^^-^f 
pour     drr:ip  =  ||..,.".9î=       -5^....^=       tH^, 

et  on  conclut  qu'à  la  droite  da  point  R^  et  à  la  distance  ^ô  7 
l'ordcmnée  de  la  tangente  est  plus  grande  que  celle  de  la  courbe, 
et  qu^aussi  k  la  gauche  de  R'  et  k  la  même  distance,  Tordonnée 
de  la  tangente  excède  celle  de  la  courbe  \  a&si  la  tangente 
en  R'  coupe  la  courbe  en  ce  point  »  ce  qui  est  le  caractère 
'd'un«  inflexion.  On  peut  encore  observer  que  l'ordonnée  de 
la  courbe  y  avant  ou  après  le  point  R' ,  est  représentée  par 
.!y  dV        P  ,      •  ^     ^y 

■Uï  *+ d?  •  T3  +  '''••'  "  ^""  ^^  dF-  =  °'  *'  "ï"* 

ccl!e   de  la    tangente  j   pour    la   mùmt   absicisse  ,  .l'est    par 
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-r  —  ^î  ;  d'où  Poû  conclut  que  Tordonnée  de  la  tangente  est , 

abstraction  faite  des  signes  ^  plus  grande  que  celle  de  la 
courbe.  11  n'arrive  rien  de  semblable  en  R^f ,  ainsi  qu'on  peut 
s'en  assurer ,  en  faisant  x  =  p  =  ^eir=:^  dans  l'équation' de 
la  courb«  et  dans  celle  de  la  tangente  qui  ^  pour  ce  point , 
est 


car  on  trouve 


i  ijoo  9 


pour    «==;[?  =  ^...•9=       -^•...Ks=! 

pour    x=;>=f|....7  =  — -^^....rns  — V^, 

et  consëquemment  à  droite  et  à  gauche  du  point  R^^  la  courbe 
laisse  la  tangente  en  R^  d'un  même  côté.  La  même' chose  arrive 
en  R,  Nous  ajouterons  que  les  tangentes  en  H  et  R'^  sont 
parallèles. 

L'équation  proposée  revient  à  la  suivante  : 

x^ — 6«"  +  Il  a:  —  6  —  ^  =o , 

de  laquelle  on  tirç 

^                                djT                              diT                     I 
(5ar*  — 120?+  ii)-^ 1=0,  d'où  —  = ; 

et  en  second  lieu , 

qui  donne 

d'j:  "  6x — 12 


T* 


On  aura  donc  les  points  d'inflexion  par  rapport  à  l'axe  des  ^  ; 
s'il  jr  en  a ,  en  posant 

6«—  j2  =o,    3  a?» —  12  X  +  Il  =  0. 


\ 
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La  première  de  ces  équations  donne  encore  x^rm  \  on  tire 
de  la  seconde 

x=2±5\/3  =  adb  0,574 , 
et  conséquemment* 

X  =  2,574 ,    :r  =  1 ,4a6. 

Si  Ton,  fait  x  >  2,574 ,  par  exemple  :rr=  a,6,   on  trouve 

d'x  d''x 
^  nrgatif,  et  pour  x<  2,674,  ou  =2,4,  on  trouve         ^- 

H/  H/ 

positif.  Ainsi ,  au  point  x  =  2^674 ,  il  y  a  passage  de  la  con- 

vexilé  à  la  concavilé,  par  rapport  à  l'axe  dcs^,  et  cependant 

le  sîgnç  du        ^-   ne  changé  pas  en  même  tems  que  celui  du 
d'à? 


—  ,  par  les  substitutions  a:  =±=2,6  et  a: =2, 4,  ce  qui  prouve 

qu'il  n'y  a  pas  inflexion  au  point  x  =  2,674  ;  ou  qu*en  ce 
point ,  une  tangente  ne  coupe  pas  la  courbe.  Un  point  d'in- 
flexion est  absolu  par  sa  nature,  c'est-à-dire ,  qu^il  reste  tel, 
quel  que  soit  l'axe  auquel  on  le  rapporte,  tandis  qu'en  passant 
d'un  axe  à  un  autre ,  il  y  a  changement  d'aspect  duquel 
résulte  ,  dans  IcSv  courbes  à  ondulations  ,  cette  successiou  de 
concavité    et    de    convexité  sans   passn^c   par    TinflexiQu.   La 

valeur  a:=  2  ±  5  V^5  =  2  ±:  \/\  donne  -j—  =00  ,  ou 

d)" 
- —  =0,  en  sorte  qu'en   ces  points  la  tangente  est  parallèle  .1 

l'axe  des  abscisses,  et  l'ordonnée  est  maximum,  ^ 

Enfin,  nous  ferons  remarquer  qu'iiumédialement  à  droite  et 

à  gauche  du   seul  point  d'inflexion  /î',  la  courbe   présente  sa 

concavité  à  l'axe  des  x  ,  quoiqu'il  y  ait  chanfjenjenl  de  signe 

d*y 
du  -j^^—    qui  de   négatif  qu'il   est  à  gauche  de  R'  ,   devient 

positif  à  droite  du  même  point.  Ce  cas  d'exception  parait 
p'avoir  lieu   que  lorsque   l'axe  auquel   on   rapporte   le   point 
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d'inflexion  pafsc  par  ce  point.  Ainsi ,  pour  l'axe  AXy  la  courbe  n^.  35, 
KML  concave  de  K  en  3/,  devient  conveie  de  Af  en  Z» , 
tandis  que  de  part  et  d'autre  de  AT,  elle  présente  sa  concavité 
à  l'axe  A'X'  mené  par  le  point  M  d'inflexion. 

On  pourra  étendre  cette  discussion  à  la  courbe  de  IMqaation 

jr  =  (a:—  i  )  (or  —  2)  (ar— 3)  (a:  — 4). 

Passons  à  la  discussion  de  Téquation  # 

laquelle  y  résolue  par  rapport  à  x,  donne 

* 

Pour  découvrir  d'abord  les  limites  de  la  courbe  dans  le  sens 
des  ordonnées ,  ou  les  plus  grandes  tt  les  moindres  ordonnées  ^ 
on  déduira  de  la  proposée  le  coeflicient  différentiel 

d^  '       jrî  —  5o  a^x 

"d^~  r*  — 4«tfy    ^ 
lequel  égalé  à  zéro  ^  donnera 

x^  —  5o a'x  =  o ,    d'où    x=:o,  4c  =  di5fl \/a. 

La  première  pâleur  de  x ,   portée  dans  la  proposée  ,  donne 

j^  =  o,  ^  =  i±i  4^  V^*  ^^^  deux  dernières  valeurs  de  y  sont 
des  coordonnées  des  points  D  et  /?',  et  on  trouvera  facile- 
ment qu'elles  sont  tout^  deux  des  maiimd.  Prenons  main- 
tenant X  ,=  o  avec  j'sso:  pour  ce  système  de  coordonnées, 

dy         o 
on  trouve  —j —  =  — ,  ce  qui  annonce^  en  général ,  un  point 

dr 
mult^le  à   l'origine   Aj,    Pour   avoir    les  valeurs  du  --3 — 9  ou 

dx 

passera  à  la  différentielle  seconde  qui  est 
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et  qui^  pour  xzzz  o ,  jr  trzo^  dobae 

Le  pointa  est  donc  Tintersection  de  deux  branches  qui  font 
avec  Taxe  des  abscisses ,  des  angles  ajant  poiir  tançentes  tri- 
gonométriques  +  f  Vf  ^^  *"  f  V'î* 

X>et  deux  autres  racines  x  z=.^5a^i  ^  portées  dans  la 
proposée,  rendent  y  imaginaire. 

Maintenant,  pour  obtenir  les  b'mites  de  la  courbe  dans  le 

sens  des  abscisses  ^  c^est>à-dire ,  les  plus  grandes  et  les  moindres 

abscisses ,  on  égalera  à  zéro  le  dénominateur  de  la  valeur  de 

dr 

-r — f  puisqu'en  ces  points  les  tangentes  sont  perpendiculaires 

à  l'axe  des  abscisses,  et  on  trouvera 

y  —/^3ay  =  Oy     d'où    j-  =  o,    j-  =  ±:4ax/5. 

La  première  valeur  yt=so  portée  dans  Téquation  de  la  courbe^ 
donne  J»^=o^  a7  =  ±  loa.  Les  coordonnées  x  =  o y  7* :=  o  ^ 
sont  I  ainsi  qu'on  Ta  déjà  vu  ^  celles  du  point  multiple  ^ , 
auquel  il  ne  peut  y  avoir  de  tangentes  perpendiculaires  à  l'axe  | 

et  y  en  effet;  on  sait  déjà  que,  pour  ces  valeurs^  ^ — == — . 

Les  sjstémes  de  coordonnées  }'  =  o,  xz=i^  10  a  f  répondent 
aux  points  /  et  /',  intersections  do^a  courbe  avec  Taxe  des 
abscisses. 

Les  deux  dernières  valeurs  j^  t=  ±  4^  y'S ,  donnent 

xs=:±:6a,  x  =  zh8a  :  les  coordonnées.j"  =  ^4''^\/ ^  et 
X  =  ±  6a  font  connaître  les  points  F^  F'  ^  F" ,  J^^' ^ei  celles- 
ci,  y  =  di  4«  V^  5  ,  x  =  ±8a ,  désignent  //,  H' ,  -ff",  H'". 
Tous  ces  points  sont  sur  deux  parallèles  à  l'axe  des  a:,  l'une 
au-dessus,  l'autre  au-dessous* de  cet  axe,  à  )a  même  distance 
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Passons  à  la  recherche  des  points  d'inflexion.  On  a 

Sy  _  (3x'— 5og*)  — (V  — 48fl')\d3r/  , 
d*«  ~         ,  y^  —  A^y  ' 

dy  .  • 

mettant  pour  --—  sa  yaleui* ,  et  faisant  disparaître  le  dënomi^ 

QX 

Dateur^  on  trouyera 
d^ (3x^  - Soa* )  ry  - 48a'r  )*  -  f3r'-48a*)  {x^-^oa^x)* 

On  peut  donner  au  numérateur  de  la  fraction  la  forme  sui- 
vante :  *  ' 

y'  (^*  — 48a')'(5«»— 5ofl*)  — x'(x»— 5oa*)'  f3y'  — 48tf*)> 
mais  comme  l'équation  proposée  revient  à  celle-ci 

4 
i 

(/•*  —  48fl»  )*  —  («•  —  5oa»  )*  +  1960^  =  o , 

» 
si  on  tire  la  valeur  de  (jr^  •—  /^Sà*  )*  pour  la  substituer  dans 

dv 

,^  ^  on  trouvera  après  les  réductions 

dy  _(jg'— 5oa')'f25r'— 24ar*)4-98a'r'(3x^  — 5oa') 
dx»  ^  ^  i(*'  —  5oa»)*  —  i96a4| 

D*abord ,  le  numérateur  devient  nul  par  jc  =  o,y=o, 

ce  qui  annonce  une  inflexion  au  point   A  :  en  effet ,  pour 

deux  abscisses  jiP,  AP' ^  moindres  que  ±:  6a ,  égeles  et  de 

signes  contraires ,  Téquation  de  la  courbe  donne  quatre  va* 

leurs  de^,  dont  deux,  saVoir  :  PMy  P'M'  sont  aussi  égales 

d*r 
et  de  signes  contraires;  en  sorle  que  -—^  change  de  signe 

ao 


So6  Leçons 

par  le  facteur  j^^  du  dénominateur,  en  passant  du  point  M 
au  point  M'. 

Généralement  de  Thypo thèse 

(x'  —  5o<i')'  (aSj-»  —  a4«*)  +  980*7-  (3j:*  —  5oa')  =  o, 

on  déduit 

2/|X'  (j:'  —  5oa*)* 


r= 


a5  (  X*  —  5oa'  )•  +  98a»  (  3x»  —  boa") 


Cette  valeur  et  son  carré  reportés  dans  l'équation  de  la  courbe  , 
~  donnent,  après  des  réductions  pénibles,  une  équation  du  dou- 
zième degré ,  qui  a   quatre  racines  égales  chacune  à  zéro }  et 
.  après  la  division  par  â?^ ,  on  retombe  sur  cette  équation  du 
huitième  degré 

x^  — 144'^^  +  9020000^**  —  172800000'  =  o  > 

laquelle,  sous  Thypothèse  x^mzj'te  rabaisse  au  quatrième 
degré  ,  et  devient 

z^  —  1 44 120^2'  +  9020000^-5  —  172800000'=  o. 

En  remplaçant  r  par  2/ ,  on  parvient  à  cette  transformée 

t^  —  56o3o4f»  +  1127500*^/  —  loSooooo'  =  o  ^ 

dont  les  coeffîciens  sont  moindres  que  ceux  de  Téquation  pré- 
cédente^ et  on  fera  disparaître  o  en  écrivant  au  au  lieu  de 
/,  ce  qui  donnera 

lifk  —  56o3a*  -|-  1 1 27601/  —  j  080000  =  o. 

Cette  équation  a  deux  racines  réelles  positives ,  Tune  entre 
25  et  24  I  et  l'autre  entre  24  et  25 ,  et  deux  racines  réellet 
négatives  numériquement  égales  à  celles-là  :  donc  l'équation 
en  X  a  quatre  de  cas  racines  imaginaires ,  et  parmi  les  qudi^ 


\ 

^ 
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rédles ,  deut  sont  positives ,  et  deux  auti'es  nëgatiyes  et  nu-> 
mériquenieot  égales  à  celles-là.  11  s'agit  donc  de  découvrir 
les  deux  racines   réelles  positives,    ou,   au  moins,  les  deux  ' 

nombres  entiers  consécutifs  entre  lesquels  chacune  de.c^ 
racines  est  comprise.  La  substitution  x  =  9a  dans  Téquation 
du  huitième  degré ,  donne  un  résultat  positif ,  et  la  substi-- 
tution  8a  donne  un  résultat  négatif.  Il  existe  donc  une  racine 
réelle  positive  entre  8a  et  9x11  à  laquelle  répondent  des  or- 
données réelUs}  et  comme  d'ailleurs  de  8a  à  9a,  le  signe  du 

d'y 
*-T—  change ,  il  se  trouve  un  point,  d'inflexion  en  K  entre  // 

et  J  dont  les  abscisses  sont  8a  et  loa,  et  conséqnemment  on 
peut  nfHrmer  l'existence  de  quatre  points  d'inflexion  A' ,  K^ , 
K^j  /i"', «placés  deux  à  deux  symétrique  lent  par  rapport  à 
chacun  des  axes.  Les  deuic  substitutions  5a  et  6a  donnent , 
la  première  ,  un  résultat  positif  y  et  la  seconde  un  résultat  . 
négatif;  d'où  on  conclut  l'existence  d'une  autre  racine  réelle 
positive,  entre  5a  et  6a f  abscisse  à  laquelle  correspondent  deux 
ordonnées  réelles;  mais  pour  reconnaître  si  cette  abscisse  ré- 
pond à  un   point    d'inflexion,  il   faut  examiner   le   signe   du 

dy    j  , 

*     ^-  de  ar=5aàx=  6a  :  c'est  ce  que  nous  laisserons  à  faire. 

ISoas  passerons  enfin  aut  points  de  rebroussement,  et  nous 
considérerons  la  courbe  de  l'équation  '  ' 

Pour  jrrrso,  on  a  ^=0;  l'origine  est  donc  un  point  deîig.  17. 
cette  courbe;  pour  des  abfsrisses  négatives,  les  ordonnées 
sont  imaginaires  ;  mais  à  des  abscisses  positives  quelconques 
répondent  deux  ordonnées  réelles.  On  •  côi^struira  d'abcrd  la 
ligne  droite  j4N  donnée  par  PN:=:zXy  et ,  à  partir  du  point 
N  et  dans  la  direction  PNj  on  portera  les  longueurs.  •••€• 


/ 
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NM:=^  x^Xp  Nm^z'^x^x,  et  les  points  M tX  m  seront 
à  la-courbt.  Pour  la  branche  AM  ^  on  a 


I 


•t  pour  la  branche  ^m. 


d**  •       •        yjx 

Ainsi  la  branche  supérieure  présente  sa  conrexité  à  Taxe  AX^ 
et  la  branche  inférieure  lui  présente  sa  concavité  \  le  point 
A  peut  donc  être  un  point  de  rebrousaemeni  de  la  première 
espèce.  Pour  s'en  assurer,  on  différentiera  Téquatioa  de  la 
courbe  ^  délivrée  de  radicaux  ,  ce  qui  donnera 

ày  _  5x*  +  a(r  — g)   , 
àx  a(jr  —  X)         ^ 

eîf  comme  à  un  point  de  rebroussenient^  ainsi  qu'à  un  point 

dy 
multiple,  oi^  doit  avoir   "-^ —  =  | ,  on  posera  / 

3x«+aCr  —  *)=o,   j-  — x=oj 

d'où  l'on  tire  x  =z  o^  ^c=o,  valeurs  qui  satisfont  à  la  pro- 
posée. L'origine  est  donc  un  point  de  rebroussement }  mais 
en  ce  points 

donc  le  rebroussement  est  de  la  première  espèce  (pag.  aga 
et  293  ). 

La.  courbe  représentée  par 

jr*c=X*,     d'où  jrnsdl*», 
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offre  aussi  un  rebroLSScment  de  la  première  espèce  au  point 
«jr  =  Oy  et  on  a  pour  ce  point 

iy   _ 

Pour    donner  l'exemple  d'un  rebroussement  de  la  seconde 
•spèce^  prenons  l'équation 

jr  s=  akx  zt,  bxx  ^  i. 

Fig.  aa. 

Cette  courbe  n'a  pat  de  cours  dans  la  région  des  abscisses 
négatires  ;  elle  commence  du  côté  des  abscisses  positives  à 
l'origine.  On  construira  d'abord  P7V=  axx  y  et  le  lieu  des 
points  N  sera  une  parabole;  puis  on  portera  au-dessus  et  au- 
dessous  du  point  iV  et  dans  le  prolongement  de  PN,  les 
longueurs  NMz=i  bx*  ^x^  et  Nm  t=  —  Ax*  ^x\  les  points 
M  ^tm  ainsi  déterminés  j  seront  à  la  courbe*  Pour  la  brancha 
AM  on  a^ 


dx 
et  pour  la  branche  Am, 

ày 


dx^ 


=  aa  — I .  I*  ^Xf 


en  sorte  qu'à  une  petite  distance  du  point  A,  les  deux  courbés 
présentent  en  même  tems  leur  convexité  à  l'axe  des  abscisses , 
et  on  remarqua  que  la  branche  inférieure  aura  un  point  d'in« 
flexion*  A  l'abscisse  x  ;=  o  >  correspondent 


d'où  on  conclut  un .  rebroussement  de  la  seconde  espèce  en 
A  {,  pag.  393  et  ^94  }  <   et  il  arrive  en  effet  que  la  tangeotc  en 
ce  point,  laquelle  est  l'axe  des  x^  laisse  les  deux  branches  au 
dessus  d'elle. 
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La  courbe  résultante  de  Téquation 

3 

y=.a  \/x  ±2.  b  ^x 

aurait  un  point  de  rebroussement  de  la  seconde  espèce  tu  point 
X  =  o,  et  on  trouverait  pour  ce  point 

dr  dv 

~^=oo,     -pi- =00,  etc. 
dx  '      do;*  '     . 

On  rencontre,  dans.  la  famille  des  courbes  représentées  par 
cette  équation  très  «simple  , 

y:=zb  +  c  (»  —  «)"», 

des  exemples  de  presque  tous  les  cas  que  nous  venons  d'exa* 
miner. 

Le  centre  du  cercle  osculafeur ,  tombe  toujours  du  côté  de- 
la  concavité;  or  au  point  d'inûexion  ,  il  y  a^  en  général  ,  chaii- 

(  î  +  ^"j- 
gement  de  signe àty^y  àoncyll  ==oo  ou=o,etr= jj * 

devient  o  ou  so  :  dans  le  premier  cas  ^  les  rayons  de  courbure 
passent  de  la  convergence  à  la  divergence,  ou  réciproquement; 
dans  le  second,  ils  dinnnuent  jusqu'au  point  d'inflexion. 
IVléme  conclusion  au  point  de  rebroussement  de  la  première 
espèce.  Mais  dans  les  courbes  qui  offrent  un  rebroussement  de 
la  seconde  espèce  ,  le  [centre  de  courbure  restant  toujours  du 
même  côté ,  le  rayon  du  cercle  osculateur  en  ce  point  ^  prend 
une  valeur  qui  dépend  de  la  courbure  de  l'élément  commun  aux 
deux  branches. 

Voyex  V Analyse  des  Lignes  courbes ,  par  Cramer ,  et  le 
chapitre  I*'.  de  la  deuxième  partie  d'un  excellent  ouvrage  ayant 
pour  titre  :  Traité  élémentaire  du  Calcul  des  inéquations^ 
par  F*  N.  Canard,  Professeur  de  Mathématiques  transcen^ 
danies  au  I^cée  de  MoulinSn 
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CHAPITRE    XX. 


Des   Courbes  polaires. 

Nous  commencerons  par  rechercher  les  expressions  des  sons^ 
tangentes ,  sons-normales ,  et  les  équations  de  la  tangente  et 
de  la  normale  d'une  courbe  rapportée  à  des  coordonnées  po- 
laires. 

Soit  une  courbe  AS  rapportée  à  des  coordonnées  polaires  j  p.  * 
soient  ^  le   rayon  vecteur  FJd  et  ^  Tangle  qu'il  fait  avec 
l'axe  des  abscisses  :  le  point  F  de  départ  des  rayons  vecteurs 
étant  en  même  tenu  Todgino  d^  coordonnée»  rectaqgoloires , 
on  a 

^/*  '    ■  r 

Ainsi,  l'équation  de  la  courbe  étant 

«  et  j^  et  9  seront  des  fonctions  de  ^  que  nouf  prendrons 

dr' 
pour   variable  principale.    Ainsi  -y^     rapportée    à    Thypo- 

thèçc  d«  f  variaUe  principale,   doit  <tre  remplacée  par... 

dr 

-^ — -  >  d'après  la  relation  {y  )  sj  —- ,  en  prenant  ç  au  lieu 
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de  t  (chap.  VII).  Or 

dx  if 

on  aura  donc 

dx                     cos(p^-^sin^ 
,    «ous-ung  =r^  ^  =  ,  sin  ^ -I ; =  TP. . (i) 

lin  (p  -~-+  /  cos  ^ 
d<p 

et 

sous-nor=  y  -p-  =  g  sin  ^  — : -t ==  PA^. .  (a) 

sin  9-7^ i  sin  (p 

[Noos  avons  trouvé  cette  équation  delà  tangente  ( pag.  21 5) 

X  ti  y  étant  les  coordonnées  du  point  de  tangence  ^  7  et  ;? 
celles  d'un  poinf  (juelconque  de  .la  'tangente  :  on  aura  donc 
aussi 

ç  =  y  sin  m  j    ^  rz:  y  cos  «  ^ 

y  étant   le    rayon  vecteur  pour   l'un    quelconque  des  points 

de  la  tangente  I  et  «  Tangle  qu'il  fait  avec  Taxe  ^^  :   substi- 

Ar 
tuant  ces  valeurs  et  celles  données  ci-dessus  de^,  x,  -j —  y 

on  aura  l'équation  de  la  tangente  en  coordonnées  polaires.  On 
trouverait  de  la  même  manière  celle  de  la  normale. 

L'angle   9   que  fait  le   rayon  vecteur  en  un  point  ^   avec 

Taxe  AXj  étant  connu  ,  puisque  tmg  9  ;;=  —  ^  si  on  nomme  C 

4r 
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•  » 

Tangle   TMF  entre    le   rajron   vecteur  et   la  tangentei  et  m 
l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe ,  à  cause  de  tang  «=  -  ^  =  v' 


on  a 


taogC=Ung  ((p_«)  — :L_5!l; 
mais  lorsque  <p  est  variable  principale  ,  il  faut  remplacer  y 

y' 

par  — ^,  et  on  trouve  (  chap.  Vil) 

'  tang  C  =  '^ ^^ —  , 

mais  à^%  relations  /  =  /  sin  (p  ,  «  =r  ^  cos  f ,  on  tire  par  la 
différentiation , 

j^  =/ sin'^  +  /cos<p,    x'  =  / cos^--./4in<p,     . 

en  désignant  -p-  par  /  :  donc 

xx'  =  ^^'  cos  '9  —  p'  sin  ^  cos  df 
jy  =  pp'  sîn  "^  +  p*  sSn  <p  cos  ^ 
yx'  =  pp'  sin    ^  cos  ^  —  p'  sîn'  ^ 
xy  =  pp''  sin    <p  cos  ^  -f  p'%os*  ^  , 

d'où  on  déduit    ; 

ara:'+jy'  =  pp',    yx'  —  xy' =.  —  ^- ^ 

et  cons^quemment 

tangC= ^. 

Dans  la  figure  3o  ^  dh  aurait  «==^  -f-;8,  d'où/3  =  «t  —  9  y- et  Fig.  3o. 
on  trouverait 

tang/3  =  -4- 
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Fig.  29.  Menons  ptr  JF*  une  perpendiculaire  au  rayon  vecteur,  ter- 
minée à  la  tangente  et  à  la  normale  en  7  '  et  A^'  j  on  po.urra 
prendre  FT^  pour  la  sous-tangente ,  et  FN'  pour  la  sous- 
normale.  Ofi  le  triangle  F'P M  rectangle  en  TFM ,  donne 

FT'^=:^FM%  tang  i8=  —7 —  =  sous-tang 

d^ 


FA/'  _   ^     d<p    _  d^ 


D'ailleurs    FiV'  =  -rr-rrr  =  p*  — ;-  =  -r-  =  80us-norm. 


On  nomme  spirale  une  courbo  coupée  en  une  infinité  de 
points  par ^  toute  ligne  menée  par  un  point  fixe  ou  p6le.  Les 
spirales  composent  un  ordre  de  courbes  transcendantes  rc— 
ii)ar<]uable'ft  par  leur  forme  et  leur  propriété  ^  ces  sortes  de 
courbes  exigent  9  ei)  quelque  sorte ,  Temploi  des  coordonnées 
polaires. 

Nous  considérerons  d'abord  la  courbe  imaginée  par  Conon 
de  Sj-racuse  ,  et  qu'on  appelle  spirale  d'Archimède  y  parce 
que  ce  géomètre  en  découvrit  les.  pHneipales  propriétés. 
Vif^,  3i.  La  spirale  d'jîrchimède  est  enge.nurée  par  un  point  M  qui 
<e  meut  sur  le  rayn  AO ^  tandis  que  ce  rayon  tourne  lui- 
inémc  autour  du  centre  A^  de  telle  manière  que  ,  dans  des  tems 
égaux  ;  les  espaces  parcourus  par  le  point  décrivant  M  sur  le 
rayon  à  partir  de  ^  ^  sont  proportionnels  aux  angles  décrits  par 
le  rayon  AO  y  et  comptés  de  sa  première  position  ACf  en  sorte 
que  le  point  M  étant  arrivé  en  O,  le  rayon -^rfO  qpî  a  décrit 
le  cercle,  est  revenu  en  ^C,  et.lc  point  M  est  en  C  Le  point 
décrivant  continuant  à  se  mouvoir  uniformément  sur  le  rayon 
indcfiniment  prolongé  ^  et  ce  rayon  faisant  en  m^me  tems  on 
nombre  indéfini  de  révolutions,  la  courbe  AMC  se  prolouf-* 
géra  par  des  circonvolutions  autour  du  point  A.  La  propriété 
de  cette  courbe  consista  donc  en  ce  que  la  longueur  AM  t%X 
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i 

ma  rayon  j^O  ou  JtC  j  corame  l'arc  CO  est  à  la  eîrconfërence 
de  AC.  On  a  donc 

AM  lAOv.  CO'.cxt  COQC. 

m 

Soient  AC  :=  a  y  AM=  ç ,  ^  l'angle  rapporté  au  rayon  i 
entre  le  rayon  vecteur  ylM  et  la  ligne  ^xtAC)  am  la  circon- 
férence du  rayon  i  :  la  proportion  précédente  donnera 

2t  ^  =  419 ,     d'oïl  f  = y 

a» 

'  ainsi,  les  révolutions  successives  du  rajron  AC  donnent  ^  =  a«  ^ 

4iry  67 y  de  sorte  que  le  rayon  vecteur  augmente  da  a 

k  chaque  révolution. 

De  Téqualion  ci-dessus  on  tire  par  la  différentiation  ^ 

00  a 

d^  Uv 

donc  la  sous^normale  est  constante  pour  tous  les  points  da  la 
courbe. 

La  sous-tangente 

elle  est  donc  égale  à  la  longueur  de  l'arc  de  cercle  qui  mesura 
l'angle  MAC,  et  qui  est  décrit  du  rayon  AM z:^  f»  Lorsque 
9  t=  av  ,  la  sous-tangente  ss  2t  •  a  ==  la  circonférence  du 
cercle  générateur.  On  se  rappellera  que  la  sous-tangente  AT* 
cl  la  sous-normale  AN'  sorti  comptées  de  A  sur  une  perpen- 
diculaire en  A  au  rayon  vecteur  AM.  Oii.a  encore 


tang  AM17  =  Ung ^=  -L  =  /--r-  =  <Ç 


% 
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ainsi  Tangle  /S  croit  tans  ctss^}  et  comme  ce  n'est  qu'après  une 
infinité  de  révolutions  du  ra^on  vecteur,  que  ^  devient  infini  ^^ 
if  s'ensuit  que  l'angle  droit  est  la  limite  de  fi.  ^ 

La  spirale  que  nous  venons  de  considérer  ^  n'est  qu'un  cas 
particulier  des  courbes  que  représente  l'équation 

ji  étanr  une  constante  :  lorsqu'on  fait  n  =  —  i  ^  l'équation 
précédente  qui  devient 

.  représente  la  spirale  liyperboliquê  ainsi  nommée  à  cause  de 
l'analogie  de  son  équation  avec 

xjr  =  m\ 

Fig.  3a.  Poop  concevoir  la  génération  de  cette  courbe ,  soient  me- 
nées les  droites  FXy  FY  perpendiculaires  entre  elles ,  et  soient 
décrits  du  centre  F  des  arcs  tels  que  PM  égaux  en  lon- 
gueur à  une  ligne  donnée  FD  =  a  :  les  extrémités  M  de 
ces  arcs^  sont  à  la  courbe  en  question  dont'  on  trouve  l'équa- 
tion par   cette  proportion, 

Fg  :  gh  :',  FM '.  MP , 

laquelle ,  en  posant 

donne  \ 

fç'=a,    d'où  f  =--7- 

On  remarquera  que  le  rayon  de  l'arc  =fl  devenant  1res— 
petit,  on  est  obligé  de  prendre  des  multiples  de  la  circonfé- 
rence de  ce  rayon ,  et  que  pour  avoir  le  rayon  vecteur  f 
correspondant,  il  &ut  prendre  pour  <p'  les  mêmes  multiples 
de  sa  circonférence.  U  est  clair ,   d'après  cela  ,  que  le  point 
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F  t$tf  tn  quelque  sorte  ;  un  point  asymptote  de  la  courbe  ^ 
puisque  celle-d  tend  toujours  vers  F  sans  pouvoir  l'atteindre* 
Lorsque  le  rayon  de  l'ace  =«,  devient  très*grand  ,  l'arc  FM 
tend  à  devenir  parallèle  et  égal  à  FD  y  ce  qui  n'arrive  qu'à 
k  limite  des  accroisfeniens  du  rajon  FP.  Ainsi  la  paral- 
lèle DS  à  FY  est  asymptote  de   la  spirale. 

A  l'effet  de  compter  .l'angle  9'    de  Taxe  F-Y,    nous  rem- 
placerons ç'  par  7  V  —  ^t  i  9   ëtaut  l'angle  droit ,  et  nous 

aurons 

a 

4onc  , 

FT' =  sous-t  =  I» ,  Xïïagfi=iaiiigF3fTs=i9—ç^szçr 

• 

Tangle  fi  croit  donc  encore  sans  cesse,  et  il  a  pour  limita 
Pangle  droit. 

La  jfpirale  logarithmique  a  pour  équation 

en  comptant  l'angle  9  de  l'axe  F^et  au*dessus  et  désignant  FM  p,g.  55. 
par  p.  Pour  ç  =ao ,-  on  a  f^^FR  =1:9  augmentant  indéfiniment, 
le  rayon  vecteur  p  augmente  indéfiniment ,  mais  en  supposant 
a>>i.Si  l'on  prend  9  négatif ,  c'est-à-dire  «  si  l'on  compte  f 
de  Taxe  FX  et  an-dessous,  auquel  cas  l'équation  dévient 

•n  retrouve  d'abord  fr=  x  pour  ^=so,  puis  l'arc  9  c/ois- 
stnt  y  f  diminue ,  et  les  extrémités  de  f  donnent  U  portion  RKF 
de  la  logarithmique  qui  n'atteint  le  point  F  que  pour  9  =:  go  . 
On  trouve 

sons-Ung=  FT  =-^/    lang  C='-, — 
**        •  là  ^  La 
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Si  Ton  prend  pour  a  la  bâte  des  logarithmes,  népériens  ^, 
la  sous-tangente  est  égale  au  rayon  vecteur,  et  Tangle/^ATT^^ 
est  constamment  égal  à  5o^. 

Le  nom  de  cette  courbe  lui  vient  de  ce  que  le  logarithme 
du  rajon  vecteur  est  égal,  ou  plutôt  proportionnel  à  l'arc 
^  qu'il  fait  avec  une  droite  fixe.  Il  faut  encore  distinguer  entre 
la  jspiraîe  logarithmique  et  la  courbe  logarithmique  que  nous 
considérerons  bientôt» 

La  spijrale  parabolique  a  pour  équation 

ae  sorte  que  la  différence  f^-  a  est  moyenne  proportionnelle 
entre  la  ligne  donnée  p  et  l'arc  variable  9  du  rayon  vec* 
teur  avec  une  droite  fixe.  On  trouvera  facilement  la  forme 
de  cette  courbe. 
Fig.  34*  Nous  appliquerons  ces  formules  à  la  courbe  trisectrice.  ••a 
jiKCGFLICAj  ainsi  nommée,  parce  qu'elle  jouit  de  cette 
propriété  que  si  de  A  on  tnèue  un  rayon  à  un  point  quel-* 
conque  M  de  la  circonférence  qui  a  son  centre  en  C  et  pour 
rayon  CA  ^  et  si  par  le  centre  C  et  le  point  K  où  le  pre-* 
mier  rayon  coupe  la  courbe ,  on  mène  la  droite  CKm  y  l'arc 
Am  est  le  tiers  de  l'arc  AmM.  Cette  courbe  donne  la  tri- 
section  des  angles  de  o  à  trois  circonférences.  • 

Si  de  l'extrémité  A  du  rayon  CA  ,  comme  centre  ,  avec 
ce  rayon  on  dédnt  une  circonférence  CRNC  ^  si  l'on  mène 
CR  j  et  qu'on   prenne  sur  celte   droite  RL  =  RK  =  CA  % 

les  points  L  t\  K  seront  à  la  trisectrice.  On  a  donc 

• 

CR=  CL  ^ LR=  CK  +  KR  2 

mais  le  triangle  isocèle  RAC  donne 

CR  :  sia  RAC  ::  AC  :  sin  ^, 
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9  éUnl  Tangle  RCA}  orsin  RAC=z  sin  2(p  j  donc  pour  CA=z  i , 

C/i  =  — ^ =  2  cos  q)  :  SI  donc  on  désigne  CL  et   C/iC 

sin  9  ^ 

par  f ,  on  aura  cette   équation  de  la  trisectricc  , 

2  COS  <P=p  l=p  +  l,      ou   2  COS  ^  =  ^  ±  I  , 

c'est-à-dîrc  , 


p  =  2  COS  ^  III  I 


» 


en  observant  que  le  signe  supérieur  se  rapporte  à  la  portion 
CIFGC,  et  le  signe  inférieur  à  la  petite  feuille  CKAC.  Pour 
9=?OyOna  p=33et  f=i,  c'est-à-dire ,  Jes  longueurs  CF, 
CA  :  à  <p i=  loo**  I  correspondent  p  ±=  CH=2  i ,  p  =  C/i='^  i. 
L'expression  générale  de  la  sous- tangente,  savoir  : 

•»  d^ 

sgus-tang  =  — .       ^   .y 

d^ 

devient    • 

,     (a  COS  9  ±1  i)* 
sous-tang  =  -j-  .^         ^  ' 


2  Sin  <p 

Pour  loo*^  y  c'est-à-dire  y  aui  points  /f  et  h  y  cette  sous-tan- 
gente est  {  y  longueur  qu'il  faut  porter  de  C  en   T, 
La  formule  générale  de  la  sons-normale  ,  c'est-à-dire, 

sûus-norm  :=  —  ■  ,  -  -y 

CI9 

devient  pour  la  trisectrice-,  et  ponr  9  =  100*' 

sous-norm  =:— -2sin9  =--2 

ainsi  la  sous-normale  en   H  tt,  h  y  est  égale  au   diamètre  du 
cercle. . 

Pour  avoir  l'équation  de  la  trisectricc  aux  coordonnées  rec- 
tangulaircs,  on  observera  que  de 

^  =  ^  siu  (p  ,     a:  =  p  COS  <p , 


Sao  Leçons 

on  tire 


V<r"  -+•  ** 


reportant  ces  valeurs  de  f  et  de  cos  ^  dans  l'équation  po- 
laire ,  faisant  disparaître  le  radical  ^  et  réduisant ,  on  trou- 
vera pour  équation  aux  coordonnées  rectangulaires  , 

y*  +  {2x^  —  Jix—  i)  j^  +  X*  {x*  —^x  +  3)      =0 

ou 

j4.-f  (20?*  — 4jr—  i)^»4-x*  (X  —5)  {x—i)=o, 

équation  du  quatrième  degré  résoluble  à  la  manière  de  celles 
du  second,  parce  que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport 
à  l'axe  des  abscisses  (^). 

Passons  à  la  recherche  du  rayon  de  courbure  en  coordonnées 
polaires.  A  cet  effet,  reprenons  les  valeurs  données  (p^*  3 11^ 
Sia),   c'est-à-dire, 

y       p  sin  ^ ,    âr=  f  cos  f 
f  =  y  sia  M  f  p  =  Y  cos  m  , 

pour  les  reporter  dans  les  équations  de  la  courbe  et  du  cercle  : 
celle-ci  deviendra 

(  7  sin  «  —  6  )*  =  r*  —  (  y  cos  #  —  «)•, 

mais  ,  pour  le  point  commun,  on  a  9  =  J^  et  p  ==  :v ,  donc 


(*)  Voy,  mes  Réciproques ,  et  Touvra^e  ayant  pour  titre  :  Trisection  àe 
t angle  ^  par  L.-P.-V.  Azemar  ,  suivie  de  liecturches  analytiques  sur  U 
même  sujet ,  par  J.-G.  Garaier >  ancien  pro£;iKur  à  TÉcoIq  Poljtcduii^ , 
tt  instituteur  à  Paris*  ' 
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(f  sin(p  — ^)*  =  r» — ■  (f  cos  <p  —  «)•  î-'^'CO 

différenliant  deux    fois ,   en  regardant   p  comme  fonction  de 

^  ,   on  formera  les  deux  autres  équations  de  condition   ana- 

,     (îj  d  jFx)       ^dV  d'(F^)     , 

logues  a  —  =  — ^^— ,    ^=___    (pag.  224), 

lesquelles  seront 

(  psin  9  —  fc)  Tp^cos  ^  +  sin  9  -r^  J  = 

p  sin  <p —  cos  <p  -p- Y-.(a) 

ff  cos  94-siu  1>^J  +  (f  sm  <p--6)r~psin(p+2cos9/-p+sin<p--p^ 

(dp  V  /  d«  d'fl  \    ' 

psinjp  —  cos  <p— J  +  (p  cos<p  — fl)  f  p  cos<p  -f-asin  (p  -I-_cos(p-^Y(3) 

Posons  y  pouV  abréger,    ' 

m  =  p  sin  <p  «-  6 
m'  =  p  cos  ^  —  a 

/   =  p  sin  ç  —  cos  9  — p- 

dç> 

'  '    d^ 

r  =  p  cos  ç  -]~  ^i**  9  T^ 


n  =  —  p  sîn  f  4"  2  cos  ^  —p — |-  sin  <p 


df  d(p» 

dp  dV 

n'  =  p  cos  ^  +  a  sin  (p  — cos  9 


d<p  ^    d^*  ' 

elles  équations  (i),(îi),  (3J  transformées  d'après  ces    abré- 
viations ,  deviendront 

m  /'  =  m^  / 

ai 
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Evaluons  m  et  m'  aa  moyen  des  deux  demieret  équations  ^ 
et  nous  trouverons 

* 

la  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  première  équation  ^  don« 
nera 


et  en  remplaçant  l,  tf^n^  n' ,  par  les  quantités  que  ces  lettres 
représentent^  il  vient ^  après  les  réductions^  cette  formule  da 
rayon  de  courbure,  8#oir: 

On  parvient  plus  simplement  à  cette  expression  du  rayon 
de  courbure  ^^n  tirant  de  ces  deux  relatîoBS 

^  =  psinf,    «  =  fCosç, 

les  coeffidens  différentiels 

-^=      fCOSç+     ~sm<^^y 

ux  dd 

=  -«  ^  sin  ç  •(-     — -  cos  ^  =  j/ 


dç  ^  df 


-.  =  —  p  sm  (p  +  a  -j^  cos  <p  +  -^  sm  <p  =  jr« 


d<p«  '^       ^  ^      Ap         ^  '    d9^ 

^*^  df     .  d> 

-g^  :=  —  ^  cos  ç  -  a  -^  sm  9  +  -3^  cos  f  Bs  «^  ; 
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et  Us  «absUtuant  <lap6  celle  transformée, 

r  =    I  f 

du  rayon  de  courbure  r  := j ,    sous  l'hypothèse 

de  X  et  j^  fonctions  d'une  troisième  variable  9« 
Pour  la  trisectrice  représentée  par  L'équation 

.  p  =  2CO«^±:i, 

^P  .  dv  ^  ' 

on  a  --r—  =  —  a  sm  ç ,  — ;-  = —  acos  <p ,  et  consequcmmeut pig.  5^ 

(  5  db  4  cos  9)» 

ras  ' . 

9  ^  0#O8^ 

• 

Dans  l'hypothèse  92=0,  cette  formule  donne  ppur  le  signe 
supérieur^  ^"=1»  et  pour  le  signe  inférieur,  r=^.  Si  du  point 
j^  auquel  se  rapporte  le  rayon  de  courbure  r=z^j  on  prend 

sur  FC  une  longueur  FO  =  |  z=  i  -}-  f  ^  on  aura 

CO=5  —  f=:|.  Si  Fiuf  est  un  arc  du  cercle  osculateuren  F, 
et  qu'on  mène  le  rayon  Ofi  qui  rencontre  la  trisectrice  en  ft , 
on  trouve  que,  pour  un  angle  <p  =  60®  dans  l'ancienne  di- 
vision ^  la  divergence  ft^^  est  de  moins  de  o,o3  du  rayon  Cji, 
(  Fojez  Peuvrage  oîté  ci-dessus.  ) 

Cherchons  maintenant  la  projçction  du* rayon  de  courbure-,, 
sur  le  rayon  vecteur ,  ou  le  sous- rayon  de  <:oarbur«  que  nous 
nommerons  r'* 

C  étant  le  centre  du  cercle  osculateur  en  Af ,  on  a  CM  =  r  t 
la  projection  de  r  sur  le  rayon  vecteur  AfF,  est  la  ligne  Jl/Jf' 
déterminée  par  la  perpendiculaire  menée  de  C  sur  MF.  JSpua 
désignerons  MM'  par  r*.  On  a 

r*  ir::  cos  M'MC  :  I ,    d'où    r'r^zr  cos^M^MC-, 
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or,  co$  M'MC  =  s\n  TMF^  cl  <Ian$  le  triangle  TMVhtmè 
pârlera^on  vecteur  MF  ^  la  sous- angente -FT^,  et  la  portion 
MT  de  la  tangente  CQ  M,  on  a 

sin  TMF  :  cos  TMF  ::  FT'  :  MF  M  —  p«  iî.  : .. 

dp    * 

donc 

d^ 

sin  TMF:=i ^^ 


tt  coQsëquemment 
Reprenons  l'équation  de  la  spirale  logarithmique '(  pag.  317), 


savoir  : 


f=a\ 


Fig-  36.  on  ea  déduit  cette  expression  de  la  normale 


où  n:=  /« ;  mais  -^  =^n  ^  ;  donc  on  a  pour  l'eipres- 
«îon  du  fajon  de  courbure. 


^__      w'+(-T^)r 
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la  in^me  qne  celle  de  la  normale.  On  a  encore  dans  les  deu3t 
triangles  recUngles  FMN  ,  FMT , 


sin  N  =    _  9  sîn  TMF  = 


H  résulte  de  là  que  les  deux  angles  FMI ,  FNM^  sont 
^ux  :  qu'ainsi  la  courbe  FHN  est  telle  ausei  i^.  que  l'angle 
formé  par  sa  tangente  et  le  rayon  vecteur ,  est  constant  5 
a®.  qu*il  est  le  même  que  celui  qui  a  lieu  entre  le  rayon  vecteur 
de  la  développante  et  la  tangente  :  u'où  on  conclut  que  la 
développée  est  la  même  courbe  que  la  développante^  mais 
dans  une    situation  contraire. 

Jacifues  BemouUi  est  le  premier  qui  ait  considéré  cette 
courbe  y  et  qui  ait  découvert  la  belle  propriété  dont  nous  ve-^ 
nous  de  parler  ^  ainsi  que  plusieurs  autres  non.  moins  curieuses* 
Il  aurait  désiré,  si  cet  usage  avait  encore  lieu,  qu'on  gravât 
une  spirale  logarithmique  sur  son  tombeau  ,  comme  autrefois 
.on  grava  sur  celui  â^Ardiiméde  une   sphère  inscrite  au  cy-  ^ 

lindre. 

Cherchons    maintenant  le    coefficient  différentiel   de    Taire  pig,  j^; 
d'une  courbe  rapportée  aux  coordonnées  polaires  /et  9  :  la 
surface  en  question  est  comprise  entre  le  rayon  vecteur  jFIW  , 
l'axe  fixe  FAX,   et  l'arc    de  courbe  AM. 

Nous  avons  vu  (chap.  XV  U  )  ;  que  e  représentant  l'aire  APM 
d'une  courbe  rapportée  à  des  coordonnées  rectangulaires^  on 
avait 

A.Fx  àe 


àx  dx 


—  TT  — J^; 


; 


mais  l'espace  FAM  que  nous  considérons ,  et  que  nous  dé- 
fignerons  par  JE ,  est  =  i  ;ry;  —  c ,  l'origine  de»  coordonnée* 
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Xy  y  étant  en  F.  On  a  donc ,   en  observant  que  i?  est  une 
fonction  dé  la  variable  x  qui  dépend  de  ^  , 

AE         ,  /      <îr     .        ^*  \        d45     dx 
d^  •  \      d^  d^  J        do: 


do:     dqp  ' 


dou,  a  cause  de  -7 —  î==^  7 


d^         ,   /     dr  dxN 

Or,  de  ces  relalions 


-  on  déduit 


^=r::^sin9,      X  t=z  f  COS  (p  , 


donc 


-7^  =        f  COS  <p  -] — ; —  sin  9 
•      ci(p  d(p 

d.r  ..dp 

^=-.psin9+— cosç: 

dr  dd     . 

jc  -7^  =       »•  cos*  <P  +  p  -r-  sin  <p  cos  9 

d<p  ^  '^  d<p 

dj^  di 

J"  -^  =  —  p  sin'  9  +  /»  —  sin  flp  cos  9, 
tt  ccmsëquemmenl  . 

résultat  indépendant  de  <p  ^  c'est-à-dire  ,  de  la  position  de 
l'axe  FX  ^  il  est  visible  -d'ailleurs  que  la  surface  varie  par  f. 
On  déduit  de  l'expression  ci-dessus , 

intégration  qu'on  efTectuera  ,  après  avoir  remplacé  f '  par  sa 
valeur  en  <p  tirée  de  l'équation  di  la  courbe. 
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Pour  traduirt  aussi  en  coordouMées  polaires^  la  formule  pour 
la  rectification  (chap«  XVII ,  pag.  263  ) 


^n  aura 

Dans  la  spirale  d'Archimède  (pag*  3i5)^  dont  l'c^uation  est      Fig.  3i« 


on  trouve 


£=^/,.d,  =  JL.,S4.c, 


C  désignant  la  constante.  Si  on  veut  avoir  l'aire  corres- 
pondante à  une  révolution  du  ra;y.on  vecteur^  c'est-à-dire , 
l'intégrale  de  9  =  o  à  9  =  2t  ^  on  déterminera  la  constante 
C  de^  manière  que  Taire  E  soit  nulle  pour  ^  =  o  ou  pour 

f=zOy  condition  qui  donne  C=  05  puis  dans  £:=:-= — f', 


wa^ 


on  fera  f  =  a ,  ce  qui  donnera  E  =  — r-—  ^  tiers  du  cercle 
dont  le  rajou  =a.  . 

Pour  la  spirale  logarithmique  (  pag.  3 17)  qui  a  pour  équatioB  p^g.  35^ 

l  indiquant  le  logarithme  népérien^  on  trouve 

c  étant  la  constante.  Si  l'arc  commence  au  pdlt^  on  a  ,  em 
même  tems ^  5=0^  ^^=0}  ainsi ,  quoique  la  courbe  n'at- 
teigne son  pôle  qu'après  un  nombre  infini  de  révolutions ,  l'arc  s 
est  iini  et  égal  à  la  diagonale  du  carré  construit  sur  le'  rayon 
vecteur  p  qui  aboutit  à  son  aut/e  extrémité. 

Mous  allons  exposer  la  génération  ^    et  donner  las    équa- 
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tions  de  quelques  autres  courbes  auxquelles  on  pourra  appli- 
quer toutes  les  méthodes  exposées  jusqu'ici. 
Fig.  38.  Par  un  point  fixe  B  y  menons  une  ligne  BQM  qui  coupe 
en  C  une  droite  donnée  AX'^  puis  prenons  CM^=CQ-=:^ 
une  droite  donnée  :  la  suite  des  points  AI  et  Q  forme  une 
courbe  nonuiiée  conchoidCj   et   trouvée  par  Nicomcde. 

La  conchoïde ■  résvXXe  donc  de  l'intersection  continuelle  de 
la  droite  BM ,  tournant  autour  de  B  y  par  un  cercle  MEQ 
d'un  rayon  coiUtQnt ,  qu'on  fait  glisser  le  long  de  AX  ^  de 
manière  que  son  centre  soit  toujours  à  l'intersection  Ht  AX 
et  de  BM,  Prenons  j4X ,  BY  pour  axes  rectangulaires  :  soient 
u^C  =  <«,  AB=zù,  CM=CQ:=:a'y  soit  A  la  tangente  de 
l'angle  MCX  :  les  équations  de  la  droite  BM  et  du  cercle  , 
seront 

y—Ax  —  hy{x  —  a.y-\-jr^z=Là''^ 

mais  pour  ^  =  o,  l'équation  de  la  droite  donne  ozzzA<i —  b  ^ 
à  cause  de  AC  =  a  :  en  effet ,  }a  dislance  du  point  Cau  point  A 
augmentant  indéfiniment  ^  les  longueurs  Cp  ,  Cp'  déterminées 
par  les  perpendiculaires  Mp  ,  Qp'  diminuent  continuellement  et 
indéfiniment  jusqu'à  zéro  ^  en  sorte  que  les  abscisses  Ap  ^ 
Ap^  ont  pour  limite  AC  r=  et  j  si  donc  on  élimine  ttti  A  entre 
ces  trois  équations  ,  on  trouvera  pour  celle  de  la  conchoïde. 


(jf^y^-^-^- 


Cette  courbe  est  donc  formée  de  deux  branches  qui  s'étendent 
l'une  au-dessus,  l'autre  nu-àessous  de  l'axe  AX  qui  leur  sert 
d'asymptote  :  sa  plus  grande  largeur  DD^  correspond  à  BAI 
perpendiculaire  à  AX.  Si  AB  est  <  ^  j  il  J  «ura  un  nœud 
BmD'n  qui ,  pour  AB  =  a ,  se  changera  en  un  point  de 
rebroussement. 
fig'  39.  Soient  le  cercle  /4FB  donné,  et  sa  tangente  BD  :  si  après 
avoir    mené   de    l'extrémité   A  à\x  diamètre    ABi=,2a  ,    les 
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droites   AD   aux  divers  points  de  la    tangente ,  on  prend....  Fig.  5g# 
jiM=  FD  y  la  suite  des  points  'M  sera  la  cnsotdc  de  Diodes» 
On  s^est  servi  autrefois  de  celte  courbe  y  ahisi  que  dé  ia  con^ 
choïde  f  pour  résoudre  le  problème  de  la  duplication  du  cube. 

La  cis^oide  résulte  donc  de  l'intersection  continuelle  d'une 
droite  ^Z>'aiiobile  autour  de  A,  par  un  cercle  dont  le  eentrs 
est  en  ^  y  et  dont  le  raj^on  AM  c=:  A  est  toujours  égal  à  FD. 

Les  équations  de  la  droite  AD  et  du  cercle  dont  nous 
venons  de  parler ,  sont  ^ 

{i)  ....  y.z=zAxy    7»+x»  =  il* ....  (a); 

t  * 

OT ,  Péqualion  du  cercle  AFB   étant 

>  ■         .         .      .  < 

y*  =  ixax  —  «* , 

'    .'       *     "    ' 
pour  l'origine  A  y  on  trouve ,  pour  Tabscisse  AE  de  Pinter- 

seetion  de  la  droite  avec  ce  cercle  , 


AE  — 


2a 


1  +  A' 


d'où  EB  =.. 


2«^' 


\+A^ 


mais 


AP  ==  R  C08  MAP=z  ^ 


R 


Wisl ,  AM=FD,  ou  AP  ==:  EB  ^QVine^ 

R  yr+Zf=:oLaA*. 

Eliminant  H    et  ^  a  l'aide   des   équations   (1)   et   (aj^  on 
trouve 


.  x'  +  xy^  î?=  aflj' ,     d'oii  y^^ 


2a  —  a: 


équation  de  la  cissqîde.  Ap^i  i"*.  l'abscisse  a:  =  u^P  ne  peut 
être   plus  grande  que  2a,  ni  nëgatiye,  d'oii  il  résulte  que  la» 
courbe  est  renferqLée  çntre  les  deux  parallèles  -^K  el  BD  j 
a"*,  la  courbe  est  symétrique  de  part  .^t  d'autre  de  VaxtAX', 
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5**.  elle  passe  pftr  l'oHgine  ^  qui  est  tni  point  de  rebroos* 
seflEieiit^  4''-  xr=:a  donne  yzrzdza^  ordonnées  des  points 
H  H  H'  y  dans  lesquels  la  cissbïde  coupe  la  circonférence 
directrice  et  partage  celle-ci  en  quatre  parties  égales  ;  5*.  x=2a 
donne  jrsrscû  :  ainsi  la  tangente  B  est  une  asjsaptote. 

La  courbe  OBM.  .S,  dont  les  abscisses  AP,  ^P'f ..  croissent 
par  des  différences  égales^  qnand   les   ordonnées  correspon- 
*^-  4o.  dantes  PM ,  P'M\. .  •  forment  une  suite  par  qnotiens  éganx  , 
est  nommée  logarithmique.  Son  équatjon  est 

a  étant  la  base.  On  voit  i*.  que  la  courbe  n*a  qu'une  seule 
branche  qui  est  infinie  de  part  et  d'autre  €|e  l'axe  AY'j  2*.  l'or- 
donnée jiBy  à  l'origine  I  est  =1;  y*  si  Ton  prend 

jip  =  AB'=L  I  ^  on  a  pm  rt=  a  =  la  base  ;  4'*.  si  a  tst  >>  i  , 
la  partie  BS  de  la  courbe  du  câté  des  abscisses  positives  y 
s'éloigne  sans  cesse  de  l'axe  AX  ,  tandis  qu'à  la  gaache .  de 
AB  j  la  courbe  s'approche  de  AX'  ^  em  sorte  que  P*xe  des 
abscisses  lui  sert  d'asymptote.  Le  contraire  a  lieu  pour  aK^i. 
Les  différences  espèces  de  logarithmiques  sont  distinguées  entre 
elles  par  la  base  a. 

La  courbe  des  sinus ^  qu'on  peut  appeler  sinusoïde  |  «  pour 
équation 

Ainsi  chaque  abscisse  est  un  arc  rectifié  du  cercle  du  rajon 
rig.  4'«r,  arc  dont  le  sinus  est  y.  L'arc  devenant  o  ♦  «T,  airr..., 
le  sinus  est  nul.  Ainsi ,  à  partir  de  l'origine  A  y  et  de 
part  et  d'autre,  AR  =  RR'...  =  Ar  =:  Ar'...  =  rr, 
les  points  A,  R,  U'...  r,  r'...  seront  les  intersections  de 
la  courbe  avec  l'axe  AX,  L'arc  croissant  depuis  zéro  jus- 
qu'à j^trz=:AP,  le  sinus  croît  Jusqu'à  PM=:r^  mais  x 
continaant  à  croître  y  x  diminue.   Lorsque  or  est  ^  vr  |  le 
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slnvks:  devient  négatif^  oi  tcmtes  les   ondnlaiioas  sont  symé- 
triques. 

Passons  à  là  quûdratrice  de  Dinostrale  ^  cmirb^  ainsi  ttommée  , 
parce  <}iie  ce  géôntètre  de  TëcoUde  Platon,  TiiiTeiita  k  Foc- 
casion  de  la  quadrature  do  cercle. 

Ajant  trace  deux  axes  AX^  AYy  k  apgle  droit  ^  si  l'on  Fig.  43. 
suppose  qufe  l'ordonnée  PM  se  meuve*  parallèlement  à  Taxe 
yiY^  tandis  que  AM  tooroe  auumr  de  ^^  |  de  manière  -que 
l'espace  CP  pàroonru  k  partir  du  point  C  y  sur  la  b'gne  CA 
donnée,  soit  toujours  à  Tare  ab  ,  dans  le  rapport  de  CA  k 
ac  j  tn  sorte  que  PM  tl  AM  ^t  confondent  en  même  tems 
avec  AYj  la  suite  des  points  M  sera  la  quadratrice. 

Soient  ACssitty  sbtsz^,APssnà'f  les  équations  de  AM 
et  PM  sont 


yzzzx  tang.  ^,     x  =  aj 


mais  on  a 


CP  ''^     -      jt,  *        a  —  «c  9 


CA  ac 


y  d*0h  ■   =       '  j 


â* 


.f  étant  la  demi-circonférence ,  et  l'arc  9  étant  décrit  d'un  rayom 
=  1.  Eliminant  «  et  (p^  il  vient,  pour  l'équation  de  la  courbe, 

a=x  tang;  |-Ll-_lllîi  J , 
c'est-à-dire , 


^  =  xcot.(-^)  = 


Donc  i\  x:=zOy  donne  ^  =  |  dont  on  cherchera  la  valeur 
vraie,  d'après  ce  qui  a  été  dît  (chap.  X);  2^  la  courbe  e^t 
symétrique  de  part  et  d'autre  de  l'axe  AV;  3*.  dix  >a  rendent 
l'ordonnée  y  négative  j  4*.  dl  x  :=:  a  donnent  y  =10  y 
5**.  ±  ar  =  aa  correspondent  «ux  asymptotes  QN,  Q'N' 


I .  •  •  • 
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A  roccasion  de  la  cycloïde ,  les  géomètres  ont  considéré  une 

Fig.  43.  autre  courbe  qu'ils  ont  appelée  sa  compagne  ,  ou  la  Trochcïdc  ^ 

dont  la  propriété  est  telle  que   le  cercle  AMBH  parcourant 

la  droite   OS  par  un  mouvement  de  translation ,   et  tournant 

en  même  tems  autour  de  son  centre,  on  ait  la  propriété 

OB  :  AMB  ::  NP  :  arc  AM. 

* 

Supposant  donc    OS.-=  h  ^    la  àrcotiférence  AMBH^rz  e  , 
l'arc  AM  z=zs^  Nl^  ^^y^  ^°  ^  P^^"*  Téquaiion  de  la  trochoïde 


,  Thjlor  a  démontré  le  premier  qu'une  corde  vibrante  tendue 
par  un  poids  et  détournée  un  peu  de  sa  'position  initiale^ 
doit  former  une  trochoïde  très-alongée^  pour  que  tons  ses  points 
arrivent  en  même  tems  à  l'axe. 

On  a  distingué  trois  espèces  de  trochoïde ,  ainsi  que  trois 
espèces  de  cycloïde;  mais  uous  n'entrerons  pas  dans  de  plus 
grands  détails  à  cet  égard. 
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CHAPITRE     XXL 

Cuhature  des  volumes  de  résolution  ;  mesure  da 
leurs  surfaces.  De  VAire  du  Cylindre  droit  y 
comprise  entre  un  arc  d'une  courbe  à  double 
courbure ,  sa  projection  horisontale  et  les  deux 
ordonnées  verticales  extrêmes.  Rectification  des 
Courbes  à  double  courbures    . 

Les  courbes  planes  appartiennent  à  la  géométrie  de  deux 
dimensions  y  et  ne  dépendent ,  par  conséquent,  que  de  deux 
coordonnées.  Les  courbes  à   double   courbure  ,   c'est -à -dire , 
celles  qui  ne  sont  pas  contenues  dans  un  plan  y   ou  qui  ne 
peuvent  être   tracéei  que   sur   la  surface   des   corps  solides , 
appartiennent  à  la  géométrie  de   trois  dimensions  ;  aussi  dé- 
pendent-elles de  trois  coordonnées  perpendiculaires  entre  elles , 
dont  deux  sont  fonctions  de  la  troisième.    Ces  courbes  sont 
définies  par  deux  projections  sur  deux  des  trois  plans  rectan- 
gulaires y  parce  qu'en  effet ,  si  on  conçoit  deux  cylindres  ,  res- 
pectivement perpendiculaires  aux  plans  de  ces  deux  projections, 
et  ayant  pour  bases  ces  projections  elles-mêmes,  Tintersection 
de  ces  surfaces  cylindriques  sera  la  courbe  à  double  courbure* 
Les  surfaces  courbes  se  déterminent  aussi  par  trois  coor- 
données rectangulaires;  comme  les  lignes  à  double  courbure; 
mais  avec  cette  différence  que  j  pour  les  surfaces  y  deux  des 
coordonnées  sont  indépendantes  entre  elles  y   et  la  troisième 
est  fonction  de  ces  deux  5  de  sorte  qu'une  surface  est  repré- 
sedtée  par  une  seule  équation  entre  ces  trois  coordonnées  ^ 


r 
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ainsi;  les  deux  équations  qui  expriment  une  courbe  à  double 
ooM-bure ,  représentent ,  chacmie  ea  particulier,  une  surface 
courbe  cjrlindrique y  perpendiculaire  au  plan  de  la  base,  et  dont 
on  sait  que  Tëquation  est  cdle  de  la  bese,  et  la  courbe  repré- 
sentée par  le  sjsiéme  de  ces  deux  équations,  est  formée  par 
l'intersection  de  ces  deux  surfiaices. 

La  théorie  des  surfaces  dépend  donc  de  l'analyse  des  fonc^ 
tions  de  deux  variables,  et  peut  être  traitée  comme  la  théorie 
des  courbés  et  par  les  mêmes  principes. 

1*.  Cubature  des  volumes  de  réyolution* 

On  propose  de  trouver  l'expression  du  volume  engendré  par 
la  révolution  de  Paire  APM  autour  de  l'axe  d'es  abscisses  « 
volume  qui  est  «nssi  une  fonction  de  Jr ,  puisqu'il  crok  el 
4écroit  avec  cette  abscisse. 

Fig.  44»  Si  l'on  daigne  par  Fx  le  volume  du  sqlide  engendré 
par  l'aire  APM^  la  différence  F  {x'-^i)  —  Fx  exprimera 
celui  qui  résulte  de  Taire  PP'M*M ,  ou  qui  est  compris  enlre 
les  deux  cercles  parallèles  décrits  par  les  ordonnées  PM^ 
P'M'j  xX  la  surface  décrite  par  l'arc  MMf  \  ce  dernier  voliune 
sera  nécessairement  intermédiaire  entre  les  deux  volumes  cylin- 
driques engendrés  par  les  rectangles  PP'tnM ,  PP'M'm^  vo- 
lumes exprimés  par  ity^i  et  t.iy  ^hfi,  ou  par  %  {f^Y^  et 
jwf{  «  +  ï  )**>  *^  prenant  la  quantité  z  =  PP'  aussi  petite  qu'oa 
voudra '^^  d'où  Ton  conclura  ^  comme'on  l'a  fait  (  chap.  XYII)  9 

à(Fx\ 
— -^ — ^=ir(/r)*  =  iry*    et    dFxs=:«ry«d«, 

11  «C 

et,  on  désignant  pur  F  le  volume  engendré  par  l'aire  APM^ 

d^i^îr/*dx.    .    •   .(i) 

On  aura  donc  le  volimie  V  en  prenant  la  fonction  primitive 
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^   'J^dr,  tt  la  cofibpl^Haiit  par  up*  consltnte   arkiU-^v«u 

m  étant  la  circonféreiica  dm  ceiiph  dont  le  diamètre  =  i. 

2^  Des  Surfaces  de  révolution. 

Sî  l'on  imagine  qne  la  conrbe  propesée  tonniant  autour  dç  Hg.  44< 
l'aae  dei  al^scifses  ^  eogendf e  on  coaoïde  ^  il  #tt  visible  q^e 
Jes  deux  ordonnées jfx^/(;r  4.  s),  décproi^t  en  même  teins 
idenoL  cerclea  do^  ç§s  jç^nnëet  seront  les  rajons,  <fue  Tarp 
de  conrbe  MM'  décrira  une  zâne.conoïdi^e^  et  <jpe  les  deux 
tangentes  Mt^  M'tf  décriront  des  lÀnt^  coniques  entre  lesquelles 
la  z^Aoe  conoïdiqne  sera  nécessairement  renfermée.  Or,  on  sait^ 
fBT  iagodiâlcHtf^  qlieJa^s«i^c»%«nt!ew4'^ni-«^'trflM)iiéy  ^ 
«gale  à  son  c&Xà  multiplié  pac  la  damL'jomrae  des  circonfé- 
i^eojces  de  ses  ijen^jba^f  éemxiyû  l'on  ckéq^'gne  e«oot\c  par  #.  1^ 
drconKretiee  du  cercle  dont  lé  <fia'mCtre  =  i  ^  et  si  l'on  pose 

^x  =:  ^    i  +  (  — -5^^ — 4-  j^  la  surface  de  la  zAne  conique  décrite 

•  .  •  '>  ii  >    .  -          --'•;'                    -  -  -If .           4    d-f  ArV> 
pai'la  Xm^xe'i^ x'zs: Mt ,  sera  215)0:. »</rH 5]r^4  • 

Wn  obs^iVànt*  qaiJ  lé»  Wfétrs  Pilf  Vt  </*/  sonjt ,  ié  pn4:dler,^ 
et  le  second  fx+mt^fx-^i  ^'V'  T  «  1«  snAoe  fc 
Taotre  «Anedéeriie  per  la  tanMte-  i|f^/^  =^  ^  (iç+  0/  >^^ 
at>{x4-£jsr{y(x  +  0--  J^      ^^    parce  que 

le  rejom  P'iP  ttxfi^x  -}-  i)^  jet  ^le  le  rayon  •#•... 
Pe  =  Pm'  —  em'  =/(x  +  i)  —  «     ^^7^    ^  .  Si  donc  on 

àééfm  par  €»  *  }a  jEondîai  do-rihiaimj  9p  ijA  eiqpiriin^  (a  4«W^ 
Jftce  dn  cMoMa  4écril»  per  w^Af^  Â  est  >ol^.  ftie<  la  sM^^ 
CQttoïda  engendiiajpÉir  )ivfiMMf^j^t%.e9tM^i^  h  ^^ 


-H 


i 
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rcncc  ^(4:+  i)^^Xy  tet^ae  cette  diffi^reticc' âera  renfermée 

entre  les  deux  quantités  a  i^çdo  {fx-U J—l.\  et .  •  • 

l  a        d«     3        * 

atyy(x+i)|/(<r  +  i)  — —     -^  ^"^  '   l,  en  donnant  à 

i  une  valeur  quelconque  aussi  petite  qu'on  voudra;  ainsi ^  en 
posant  l'incgalitë  qui  résulte  de  la  condition  qu*on  vient  d'ex- 
jprinier ,  en  y  introduisant  les  '  termes  limites  (  chap.  XI), 
et  divisant  par  i  y  on  conclura  de  k  même  manière  qu'aa 
chap.  XYII  f  que  l'inégalité  ne  peut  avoir  lieu  ,  quelque, 
petit  que  soit  t^à  moins  que 

Ainsi  y  en  désignant  par  S  U  surftce  décrite  par  AMy  on  aura 

on  obtiendra  la  surface  du  conoïde  en  prenant  la  fonction 

\/         ré  (fx)  \» 
primitive  absolue  de  a  vàxfx  y     *  "H  (  — j )    <>•*  de  •  . 

^-y^V^  +  (^y ,  *t  k  compUtUmt  pr  u»e  cowtant* 
arbiirairey  ce  qui  donnera 

On  substituera  dans  cette  formule  et  dans  U  précédente  pour 

dv 
jr  et  --p-  9  leurs  valeurs  ^u  fonctiotis  de  ^  |  déduites  de  Péqua- 
dix 

tion  de  la  courbe  qu'on  considère  y  en  sorte  qu'il  restera  à 

intégrer  une  difiRérentielle  île  la  forme  Xdxy  X  désignant  une 

fonction  At  Xy  ce  qu'on  .ftra  d'après  les  méthodes  qui  seront 

exposées  dans  la  seconde  partie  de  ce  Tm<é» 
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3**.  De  l'Aire  du  cylindre  droit,  comprise  entre  un  arc  d'une 
courbe  à  double  courbure  ,  sa  projection  horisonlale  |  et 
les  deux  ordonnées  verticales  extrêmes. 

On  peut  regarder  la  courbe  de  projection  sur  le  plan  des 
xjTj  d'une  coiirbe  à  double  courbure  ,  comme  l*axç  curviligne 
de  cette  courbe ,  sur  lequel  on  comptera  les  abscisses  à  partir 
d'un  point^fixe  |  et  les,  ordonnées  seront  les  arêtes  Verticales 
du  cylindre  droit  ayant  cette  projection  pour  contour  de  sa 
base.  Si  donc  on  suppose  que  l'arc  /  qui  sert  d^abscisse^  soit 
étendu  en  ligne  droite ,  on  aura  /  et  z  pour  les  coordonnées  rec- 
tangulait'es  de  la  courbe  à  double  courbure  tracée  sur  la 
surface  du  cylindre ,  développée  sur  un  plan. 

Cette  considération  offre  l*avantage  d'appliquer  aux  courbes 
a  double  courbure  les  formules  de  la  quadrature  et  de  la  rec* 
tification  des  courbes  planes*  Pour  le  premier  cas ,  il  n'y  aura 
qu'à  substituer  t  pour  x ,  eX  z  pour  y  dans  la  formule  de  U 
quadrature^  trouvée  (pag.  257  ),  savoir  : 

AFx  ^ 

m 

qui  deviendra 

àFx  =  zàt , 


on  aura 


et  parce  que  (pag.  a65}  Tare  d/=dx^  i  +  (  j")  > 

or  Us  coordonnées  z  ety.élant  données  en  x  parles  équations 
jr  =^fx  et  z  =  (px  des  projections  de  la  courbe  à  double  cour- 
cure^  pag.  335  )  )  ou  aura  pour  àFx  une  différentielle  de  la 
forme  Xdx^X  désignant  une  fonction  de  x,  différentielle  qu'on 
intégrera  d'après  les  méthodes  données  dans  la  seconde  partie. 

la    - 
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4*^.  Recti/îcaiion  des  courbes  à  double  courbure. 

La  surface  du  cjliaclre  étant  toujours  dëveloppëe  sur  un 

.   plan  vertical  dont  la  trace  horisontale  est  Parc  /  de  la  courbe 

de  projection ,  étendu  en  ligne  droite ,  si  on  désigne  par  s  Tare 

correspondant  de  l'espace  ,  et  par  /  et  z  les  coordonnées  de 

son  extrémité;  on  aura  (pag.  263) 


dt  c=  V^d/»  +  ds' , 

et  parce  que  d/*  =  dx^  +  dj-* ,  on  aura  ,  en  observant  que 
^  et  z  sont  fonctions  dt  x ,  cette  équation  entre  les  coefSciens 
différentiels. 


il 

dx 


=l/{'+(^)'+(0}—'"' 


formule  qui  nous  servira  (pag.  348). 
^ig.  45.      Nous  ferons  des  applications  de  quelques-unes  des  formules 
que  nous  venons  d'obtenir ,  et  nous  nous  proposerons  d'abord 
de  trouver  le  volume  engendré  par  l'aire  dif  triangle  MAM^ 
tournant  autour  de  Taxe  AX. 

La  droite  AM  passant  par  l'origine  ,   a  pour  équation 

y  =  axy 
on  a  donc  (  pag.  534  ) 

et  si  le  volume  f^  engendré  par  l'aire  APM ,  commence  avec 
l'abscisse ,  on  a ,  en  même  tems  y»=:oet^=:o,  donc  C=o  : 
si  ce  volume  doit  s'éteudre  jusqu'au  cercle  décrit  par  PJfcf, 
alors 

Cette  formule  appliquée  au 'volume  décrit  par  la  rérolntion 
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autour  de  AX  ,  de  l'aire  du  triangle  RPM ,  après  l'avoir  fait 
glisser  de  manière  que  le  point  R  tombe  en  -^  ,  et  que  sa  base 
RP  soit  toujours  sur  Taxe  AX^  donne 


y^  =:JL.PMy.  RP-, 
donc  le  yolume  total  engendré  par  AMR  y  sera 


-^PM  {AP  +  PR)  sr^-^  PM .AR, 

expression  donnée  par  M.  Legcndre ,  dans  sa  Géométrie.  Si 
de  ce  volume  on  retranche  celui  qui  est  engendré  de  la  même 
manière  par  Taire  du  triangle  AM'Ry  et  qui  a  pour  expression 

J^'Fjr^ARj 

on  a  pour  différence  qui  est  le  voluaie  cherché  ^ 

—-  /pAf *—  PW''  \  AR. 

Il  est  facile  de  trouver  les  volumes  engendrés  par  les  courbes 
du  second  degré  tournant  autour  de  Taxe  principal  ^  pMis^ 
qu'après  avoir  remplacé  dans  njj'^àx  ;  y^  par  la  fonction  ca 
X  qu'elle  représente,  on  n'a  plus  à  intégrer  que  des  diffé- 
rentielles monômes. 

L'équation  de  l'ellipse  ;  rapportée  à  l'un  des  sonmiets  comme 
origine  des  coordonnées  ;  est 

et  oonséquemment 

vfxJàx=i  » — /(aaxdx  — a:*dx)=îr — {  ûj:*-r-r- }+ ^t 
€1*  a*  \  5  / 

où  la  constante  est  nulle  ^  quand  le  volume  commence  avec 
J'abscisse.  Pour  x=  aa^  on  a  le  volume  engendré  par  la  ré- 
volution de  l'aire  de  la  demi-ellipse  autour  de  son  axe  ;  -et  c# 
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Tolume  que  nous  désigûerûns  par   V y  est 

xnaîs  si  Ton  suppose  h  -=1  a  y  T^ilipse  devient  un  cercle  du 
même  grand  axe  ;  et  en  notant  par  Vf  le  volume  engendré 
par  la  révolution  de  là  demi-circonférence  autour  du  diamètre  , 
on  a 

donc 

d'où  Ton  conclut  que  ces  volâmes  aont  dans  le  rapport  des 
carrés  des  deux  axes. 

Si  l'on  applique  la  formule 

r^^fy-àx  +  C 

à  la  cubature  des  volumes  dus  à  la  révolution  autour  de  Taxe 
des  abscisses  ,  des  courbes  représentées  par  les  équations 

on  trouvera  I  a  désignant  le  grand  axe  de  l'ellipse  et  de  rhjr* 
perbole , 

é 

Comme  les  intégrales  ou  les  volcunes  deviennent  nuls  en 
même  tems  que  x ,  on  aura 

.C=o,     C'  =  o,     C^==o, 

Si  d'ailleurs  les  volumes  doivent  être  pris  depuis  j:s=o  jusqu'à 
«s=:a|  on  aura 
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6  6  6 

d'où  résulte  cette  propriété 

> 

F'.r':r'''::*iô:s. 

Ainsi  les  Tolumes  de  Tellipsoïde,  du  paraboloïde  et  de  Vhj* 
perboloïde  ,  dus  aux  courbes  données ,  forment  une  proportion 
arithmétique  continue. 

Appliquons  la  formule  (  pag.  356) 

à  la  recherche  de  l'expression  de  la  surface  engendrée  par  la 
révolution  de  la  demi*circonférence  tournant  autour  de  son 
diamètre)  l'origine  des  coordonnées  étant  au  centre ^  ou  a 

j-  =  a*  —  x*  , 
et  conséquemment 

or ,  si  la  surface  doit  commencer  avec  l'abscisse ,  on  a ,  en 
mèmt  Xems,  S  =  Oj  Cz=zo)  donc 

Szrzanx. 

Soit  a^=:ay  et  on  trouvera  va*  pour  la  demi -surface  de  la 
sphère  y  et  conséqueniment  i  wa*  pour  la  surface  .entière  de 
la  sphère.  Si  v  est  la  circonférence  dont  le  diamètre  est  i.  ^ 
il  faudra  doubler  cette  expression  y  et  on  aura  4  ^^*  po^  ^^ 
surface  totale  de  la  sphère. 
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CHAPITRE    XXII. 

Théorie  des  Contacts  ,  et  développées  des  Courbes 

à  double  courbure. 

Il  résulte  des  notions  données  dans  le  chapitre  précédent 
sur  les  courbes  à  dpuble  courbure ,  que  la  tangente  en  un  point 
quelconque  d'une  courbe  à  double  courbure  )  est  rintersection 
des  deux  plans  qui  touchent  les  deux  surfaces  cylindriques , 
ayant  pour  bases  les  deux  projections  de  la  courbe  à  double 
courbure ,  suivant  les  arêtes  qui  correspondent  au  point  qu'on 
considère  sur  la  courbe  à  double  courbure)  or  les  deux  pro- 
jections de  cette  tangente,  sont  les  tangentes  aux  deux  projec- 
tions de  la  double  courbure ,  aux  points  qui  sont  les  projec- 
tions de  celui  qu'on  considère  dans  l'espace  \  il  sufllt  donc , 
d*après  cela  ;  d'écrire  les  équations  des  deux  projections  de  la 
tangente. 

Soient  donc ,  pour  une  courbe  à  double  courbure  ^ 

les  équations  de  ses  projections  sur  les  plans  des  xy  et  des 
«2,  et 

9  =  /îp-f.i,      5=cp  +  g, 

les  équations  des  projections  d'une  droite  de  l'espace  sur  les 
mêmes  plans  :  pour  que  cette  droite  soit  tangente  à  la  courbe 
proposée,  il  faut  d'abord  que  ta  droite  et  la  courbe  aient  un 
point  commun  ;  ou  qu'on  ait  p  =:  or  ;  q  =:^  ^  si==.z\  ainsi  ^ 
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les  équations  de  la  droite  deyienntnt 

,-- 
if  faut,  de  plut,  qu'on  ait  (pag.  226  et  227) 

ily  '  d^   ^ 

^^  dx  '  dx  ' 

les  deux  équations  précédentes  donnent,  après  la  substitution 
de  ces  valeurs  y 

de  sorte  que  les  équations  de  la  tangente  à  la  courbe  à  double 
courbure,  au  point  x^y^  Zy  seront  \ 

p p  Çy  S  étant  les  coordonnées  générales  de  la  tangente  Cha- 
cune de  ces  équations  est  celle  d^une  projection  de  la  tangente 
au  point  Xjy  et  z* 

La  position  du  plan  normal ,  c'est-à-dire  ,  à*un  plan  mené 
par  le  point  de  contact,  perpendiculairement  à  la  tangente, 
est  facile  à  trouver  ,  puisqu'il  suffit  de  dire  qu'un  plan  passe 
par  le  point  ^ ,  y,  z,  et  que  ses  traces  sur  les  plans  des  xy 
et  des  xz  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  projections 
de  la  tangente  sur  les  mêmes  plans }  on  trouve  ainsi 

.   dz        ,  %  dr      *  *  » 

pour  l'équation  du  plan  normal  ;  s ,  (j  tt  p  étant  ses  coor* 
données  générales. 

Passons  à  la  recherche  du  cercle  osculateur  d'une  courbe  à 
double  courbure* 


344  Leçons 

Pour  avoir  de  la  manière  la  plus  simple  réquation  gcnërafe 
d^un  cercle  situe  dans  un  plan  quelconque  j  nous  considère-- 
rons  le  cercle  comme  formé  par  l'intersection  d'un  plan  oui 
passe  par  le  centr.e  d'une  sphère  ]  le  rajon  et  le  centre  de 
cette  sphère  deviendront  alors  ceux  du  cercle,  et  le  plan  sera 
le  plan  même  du- cercle. 

L'équation  générale  d*une  sphère  rapportée  aux  trois  coor- 
données p  ^  q  f  s,  est 

(P  —  ^,y  +  (9  —  ^y  +  (^  —  c)>  =r% 
*     • 

oii  a  y  b^  c  sont  les  coordonnées  du  centre  et  r  le  rayon. 

L'équation  d'un   plan   rapporté  aux  mêmes .  coordonnées ,  et 

passant  par  le  point  a,  b^c,  est,  en  général, 

{p  —  a)^m{q—b);^n{s~c)  =  o^ 

m  et  n  étant  deux  constantes  arbitraires  qui  déterminent  l'in- 
clinaison du  plan  a  l'égard  des  plans  fixes  coordonnés.  Le 
système  de  ces  deux  équalipns  représentera  donc  un  cercle 
dont  le  rayon  sera  r,  dont  le  centre  sera  donné  par  a,  b,  c, 
et  dont  le  plan  dépendra  des  quantités  m  et  n. 

Si  donc  on  change,  dans  ces  deux  équations,  pf  (J$s  en 
X  ^  y  y  z  y  coordonnées  d'un  point  particulier  de  la  courbe  à 
double  courbure ,  on  exprimera  que  le,  cercle  et  celle  courbe 
ont  un  point  commun  3  on  aura  donc  d'abord  ces  deux  équa- 
tions 

(jT  — a)« +  (j-  — A)»  +  (z  — c)T=r-.   .   •    .  (ij 

X  '-^a  -{-m^y^»-  b)  ^  n{Z'*-^  c)  =0.    ...   (2) 

Si  on  les  différcnlie  Meux  fois,  en  observant  que,  d'après 
ces  équations  j*  =^  ,  2  =  ^x ,  les  coordonnées^  el  z  sont  des 
fonctions  de  a?)  oa  aura  les  quatre  suivantes  : 
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X  —  a-^f  {j  —  h)  •\^  z'  {z  —  ç)  —  o.   ...  (3) 
I  4-  my  4-  nz'  =  o.   •    .    .  (4) 

fw^^  -f-  nz"  =  o.   .   •   .  (6)    ^ 

dans  lesquelles  y  ^  V;  ^?,  ^^'^  rappellenl  les  cocfficiens  difte- 

.  ,      d y        dr        d'r        d'z 
rentieis  -p-  *   -; — ,    -r —  > 


dx  *    dx  '     d:t*        d«* 

Les  quatre  premières  de  ces  équations  renferment  les  con- 
ditions nécessaires  pour  que  le  cercle  ait  un  contact  du  pre- 
mier ordre  avec  toute  courbe  à  double  courbure  j  et  si  Toa 
y  joint  les  deux  dernières ,  on  aura  Vensemble  des  conditions 
nécessaires  pour  un  contact  du  second  ordre,  c'est-à-dire, 
pour  que  le  cercle  devienne  osculateur  à  la  courbe. 

Comme  il  y  a  dans  ces  équations,  six  indéterminées  a  y  h^ 
Cy  r,  ntj  n  j  on  pourra  satisfaire  à  toutes  ces  conditions ^  et 
le  cercle  osculateur  sera  déterminé  de  grandeur  et  de  position) 
mais  si  on  ne  demande  qu*un  cercle  tangent,  il  restera  deux 
indéterminées  pour  lesquelles  on  pourra  prendre  le  rajron  de 
courbure  r  et  une  des  deux  quantités  m  S.  n  qui  fixant  la 
position  du  plan  du  cercle  tangent. 

Considérons  maintenant  le  contact  du  second  ordre)  les 
équations  (i),  (a)  et  (3)  donneront 

(ny  ^  mz')r  ,  (ri  —  z')r 

(m—r')r  . 
'-"^' R ' 

en  faisant ,  pour  abréger , 
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ces  valeurs  étant  substituées  dans  (5) ,  on  en  tirera 


(«  — z'jy''  — (m  — r'y^"   ' 


/  enfin,  les  équations  (4)  et  (6)  donneront 

zff  y" 

valeurs  qu'on  substituera  dans  les  expressions  précédentes.  On 
aura,  après  les  réductions, 


r  = 


(ï+y +  -^'0^ 


*"  —  •*+     (1  -%y"  +  ^")  ( j*'  +  zi"}  —  (yy  +  c'i»/      ' 

La  quantité  r  sera  le  rayon  osculateur  de  la  courbe  proposée, 
ti  a^  bj  c  seront  les  coordonnées  de  la  courbe  des  centres 
des  cercles  osculateurs  5  mais  cette  courbe  ne  sera  pas  pour 
cela  une  développée,  comme  dans  les  courbes  à  simple  cour- 
bure, ou  situées  dans  un  plan. 

Pour  s^en  assurer  et  trouver  en  même  tems  les  conditions 
nécessaires  pour  que  cette  courbe  des  centres  devienne  une 
développée ,  nous  emploierons  une  analyse  semblable  à  celle 
dont  nous  avons  fait  usage  (pag.  235).  Nous  différentierons 
les  équations  (i),  (1),  (5);  par  rappott  aux  ïix  quantités  a. 


SI  Calcul  sifpéiientiel.  "^      347 

b ,  e^  r y  m,  n^  ei  tn  observant  <]u'clles  sont  toutes  fonctions 
de  X)  ce  qui  donnera 

,— o'+m'C/— *)+m(/— A')+n'{r— c)+  n(z'-^c')=o..  .(8) 

,_a'+y/:y— ^)+y  Cr'— i'  )+z^(z— c)+z'(r'— co=o ...  (9) 

Or  y  d'après  Téquation  (3)  ^  Téquation  (7)  se  réduit  à 
—  a'(a:  — a)  — ^'(y  — A)  — c'(-r  — O  =  n^---(ïo) 

qui  n'est  que  la  différentielle  de  (1)  prise  en  faisant  varier  les 
quantités  a^  by  c  et  r.  De  même  Téquation  (4)  réduit  (8)  à 

-^a'-^mb' — nd -^m'i^jr^^b)  4-i'(x— c)=:o..  .(il) 

et  réquation  (5)  réduit  (9)  à 

a' +y 6' +  y^/ =  o. . . (12) 
Or^  si  Ton  suppose 

^'{r  —  ^)  +  /i'(r  —  c)  =  o, 

condition  qui  est  évidemment  satisfaite  lorsque  m  et  n  sont 
des  quantités  constantes  ^  auquel  cas  la  courbe  cesse  d'être  à 
double  courbure  ,  puisqu'elle  est  toute  ep.tière  dans  un  plan 
déterminé  par  ces  constantes  y  on  aura  en  place  de  l'équa- 
tion (11),  celle-ci  .     ' 

û'4-  mb^  +  ne'  =  o. .  .(i5) 
Dt$  équations  (lo),  (12)  et  (i5),  on  déduit 

R  ^  Éi  ^ 


c' 


_         (m  —f  )  f 
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R  indiquant  toujours 

^/[{nr'—mz'y  +  t^n  —  z^y  +  im^yyl. 

ces  valeurs  de  a',  b\  c'  donnent 

a'«-f-Z»'»  +  c'»=:r'»,     d'où     r' ssr  ^/a'» -f- 6'*  +  c'», 
c*est-à-dire  ^ 

en  prenant  a  pour  variable  indépendante  :  comme  on  Ta  fait 
(  pag.  236  )  :  on  déduit  de  là 

Or  (pag.  338),*cctte  équab'on  montre  que  r  est  Parc  de  ?a 
courbe  dont  a  ,  h  ,  c  sont  les  coordonnées  ;  donc  le  rayon 
osculateur  sera  égal  à  Tare  de  cette  courbe^  augmenté  d*une 
quantité  constante.  Mais  on  observera  que  la  propriété  (i4)  we 
se  rapporte  plus  aux  courbes  à  double  courbure ,  mais  aux 
courbes  planes  dans  Tcspace. 

Mais  pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  cette  matière,  nous 
allons  traiter  la  théorie  des  développées  par  la  géométrie. 

Au  reste  ^  ce  que  l'on  a  fait  jusqu'à  présent  sur  les  développées 
des  courbes  en  général  y  se  réduit  à  assigner  les  développées 
des  courbes  planes^  encore  parmi  le  nombre  infini  de  déve- 
loppées d'une  courbe  plane  ,  n*a-t-on  considéré  jusqu'ici  que 
celle  qui   se  trouve  dans  le  plan   de  la  développante. 

Nous  croyons  donc  qu'on  lira  avec  intérêt  les  considérations 
suivantes  empruntées  de  l'ouvrage  de  M.  Mongc,  ayant  pour 
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titre .:  Théorie  dês  surfaces  courbes  el  des  courbes  à  double 
courbure» 

Lemme*  Si  l'on  conçoit  par  le  centre  d'un  cercle  et  perpen- 
diculairement à  son  plan  y  une  droite  infiniment  prolongée  au-  ' 
dessus  et  au-dessous  de  ce  plan  ^  el  que  d'un  point  quelconque 
de  cette  droite  on  imagine  une  ligne  à  un  point  de  la  circon- 
férence,  cette  ligne  en  tournant  autour  de  la  perpendiculaire 
comme  axe  ^  sous  un  angle  constant  avec  cet  axe  |  décrira  j 
par  son  extrémité,  la  circonférence  du  cercle.  Le  point  pris 
arbitrairement  sur  l'axe,  est  un  pôle  du  cercle.  Si  donc  on  . 
prend  sur  cet  axe  deux  pôles  à  distances  égales  du  plan  du 
cercle  ;  l'un  au-^dessus  y  l'autre  au-dessous  >  qu'on  mène  par  ces 
deux  points  deux  droites  qui  se  couperaient  en  un  même  point 
de  la  drconférence ,  et  qu'on  fasse  tourner  le  système  de  ces 
deux  droites  autour  de  l'axe,  l'angle  de  chacune  d'elles  avec 
l'axe,  restant  constant,  le  point  d'intersection  décrira  la  cir- 
conférence du  cercle.  / 

Soit  KAaD  une  courbe  quelconque  à  double  courbure  tracée  Fîg*  4^. 
dans  l'espace  ;  par  un  point  A  de  cette  courbe ,  soit  mené 
un  plan  MNOP  perpendiculaire  à  la  tangente  en  A  )  par  le 
point  a  contigu  ,  ou  infiniment  voisin  ,  soit  pareillement  mené 
un  plan  nmOP  perpendiculaire  à  la  tangente  en  a  :  ces 
deux  plans  se  ^  couperont  quelque  part  en  une  droite  OP 
qui  sera  l'axe  du  jccrcle  dont  le  petit  arc  Aa  de  la  courbe  peut 
^tre  regardé  comme  faisant  partie  )  de  manière  que  si  des  points 
A  et  â  on  abaisse  des  perpendiculaires  AG  j  a  G  sur  ccUe 
droite  f  ces  perpendiculaires  la  rencontreront  en  un  même 
point  G  qui  sera  le  centre  de  ce  cercle.  Tous  le»  autres  points 

ë  9  Sf>ë^  )  *^^'  ^®  ^^  ï^g'ïc  ^P>  seront  chacun  à  égales  distances 
de  tous  les  points  de  l'arc  infiniment  petit  A  a  ,  et  pourront , 
par  conséquent ,    en  être  regardés  comme  les  pôles.   Ainsi ,    ' 
si  d'un  point  quelconque  ^  de  cet  axe;  on  mène  deux  droites. 


I 
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aux  points  A,  a^  les  droites  gA^  ga  seront  égales  entre  elles  ^ 
et  elles  formeront  avec  Taxe^  des  angles  AgO^  agO  égaux 
entre  eux  )  en  sorte  que  si  on  voulait  définir  la  courbure  de 
la  courbe  au  point  A ,  il  faudrait  donner  la  longueur' du  rayon 
AG  du  cercle  osculateur^  :^°.  si  Ton  voulait  assigner  le  sens 
de  la  courbure ,  il  faudrait  donner  la  position  du  centre  G 
dans  Pespace,  duquel  on  décrit  l'arc  Aa  dans  ^on  plan  ;  mais 
s'il  s'agissait  simplement  de  décrire  ce  petit  arc^  il  serait sufHs^at 
ou  de  faire  tourner  la  droite  Ag.  autour  de  Taxe ,  sans  altérer 
l'angle  Ai^O ,  ou  de  faire  tourner  le  rayon  AG  perpendicu- 
lairement à  cet  axe. 

La  droite  OP  peut  donc  être  regardée  comme  la  ligne  des* 
pôles  it  l'élément  Aa  ^  U  centre  G  de  courbure  de  cet  élé- 
ment y  est  celui  de  ses'  pôles  dont  la  distance  à  l'élément  est 
'    un  minimum  ;  enfin ,  le  rayon  de  courbure  est  la  perpendi- 
culaire AG  abaissée  de  l'élément  sur  la  ligne  des  pôles. 

Fig*  47*  Que  Ton  faste  actuellement  sur  tous  les  points  de  la  courbe 
à  double  courbure ,  l'opération  que  nous  venons  de  faire  sur 
un  de  ses  élémens^  c'est-à-dire,  que  par  tous  st%  points  con- 
sécutifs, on  fasse  passer  des  plans  MNOP  ^  chacun  perpen- 
diculaire à  la  tangente  à  la  courbe  au  point  dans  lequel  elle 
est  coupée  par  le  plan ,  le  pren;iier  de  ces  plant  rencontrera 
le  second  dans  une  droite  OP  qui  sera  le  lieu  des  pôles  de 
Tare  AA'\  le  second  plan  rencontrera  le  troisième  dans  la 
droite  O'P'  lieu  des  pôles  de  l'arc  A'A'f  j  le  troisième  rencon- 
trera le  quatrième  dans  la  droite  OHPH^  lieu  des  pôles  i% 
Parc  A^A'"y  et  ainsi  de  suite.  Il  est  évident  que  le  système 
de  toutes  ces  droites  d'intersection  infiniment  rapprochées,  ou' 
la  surface  courbe  formée  de  leur  réunion ,  sera  le  lieu  géo- 
métrique des  pôles  de  la  courbe  KAA'A^  •  • .  2P. 

,  Quoique  la  nature  de  cette  surface  courbe  dépende  absolu- 
ment de  celle  de  la  courbe  KAA^A^I.  ..D,  cependant  toutes  les 
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surfaces  CBgendrëes  de  celle  manière ,  ont  un  caractère  général 
qui  consiste  «n  ce  qu'elles  peuvent  être  développées  sur  un  plan 
comme   les  surfaces  coniques  cl  cylindriques  à  bases  quelcon- 
ques^ sanf  duplicature  et  sans  solution  de  continuité.  En  effet,  les 
élémens  OPP'  O',  O'P'P^l  O" ,  etc.  dont  est  composée  la  surface^ 
sont  des  portions  de  plans  indéfinies  ^/ifiniment  étroites ,  et 
qui  se  coupent  consécutivement  suivant    des  lignes   droites. 
.Cela  posé  ,  on  peut  toujours   concevoir  que  le  premier  élé- 
ment OPP'  O'  tourne  autour  de  la  droite  CP'  conmie  char- 
nière,  jusqu'à  ce  qu'il   parvienne  dans  le  plan   de  l'élément 
suivant  O^ P' P^^ O^ )  qu'ensuite  leur  système  ne  faisant  qu'un 
même  plan  ,  tourne  autour  de    O^^Pfl    jusqu'à    ce    qu'il   soit 
dans  le  plan  du  troisième  élément    0'fPfiP'"0'"  ^  et  ainsi  de 
suite.    Ainsi  ,  tous  les   élémens    de    la    surface   pourront    se 
ranger ,  sans  rupture  y  dans  le  même  plan  :  donc  la  surface 
des  pôles  d'une  courbe  quelconque  à  double  courbure  j  est 
toujours  une  surface  développable* 

Théor.  Une  courbe  quelconque  plane  ou  à  double  courbure^ 
comporte  une  'injïnité  de  développées  dont  le  lieu  géométrique 
est  aussi  la  surface  des  pôles  de  cette  courbe^  seule  surface 
qui  contienne  les  développées  de  la  proposée. 

Démonstration,  Du  point  A  de  la  courbe  y  par  lequel  passe 

le  premier  plan  normal ,  soit  menée  dans  ce  plan ,  ^^uivant  une 

direction  arbitraire  ',  une  droite  Ag  prolongée  jusqu'à  ce  qu'elle 

rencontre   la  section    OP  quelque  part ,  en  un  point  (t  •  par 

les  points  A*  t\^  g  soit  menée  dans  le  second    plan   normal  ^ 

la  droite  A' g  prolongée  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  la  section 

O'P'  en  un  point  g^  )  soit  pareillement  menée  dans  le  troisième 

plan   normal    la    drojite    A"^g^   jusqu'F  l'intersection    O'fpif 

et  ainsi  de  suite  Je  dis  que  la  courbe  qui  passe  par  tous  les 

points  gg*g^^,  etc.,  est  une  des  développées  de  la  courbe  KAD» 

En  effet,  i°.  toutes  les  droites  Agy  A' g",  A" g",  etc.,  sont  les 
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tangentes  de  la  courbe  ggfg^ •••^  puisquMles  sont  les  prolon* 
gemcns  des  élëniens  de  cette  courbe;  2*'.  si  l'oo  conçoit  que 
la  première  tangente  ^g  tourne  autour  du  point  g  pour  veuir 
s'appliquer  sur  la  suivante  A* g,  elle  n'aura  pas  cesse  d'être 
tangente  à  la  courbe  g^g^'  •• .  etc. ,  et  son  extrémité  Aj  après 
avoir  décrit  l'arc  AA^^  se  confondra  avec  Texlrémité  A'  de  la  se- 
conde tangente  A'g' ,  Que  l'on  fasse  de  même  tourner  la  seconde 
ligne  A' g'-  autour  du  point  ^,  pour  qu'elle  vienne  s'appliquer 
sur  la  troisième  A-'g'^  elle  ne  cessera  pas  de  toucher  la  courbe 
gg'g^*»*f  et  son  extrémité  A^  ne  sortira  pas  de  Parc  A'A^^, 
et  ainsi  de  suite }  donc  la  courbe  gg^g^  •  •  •  est  telle  que  si  l'oa 
conçoit  qu'une  de  ses  tangentes  tourne  a(utour  de  cette  courbe 
sans  jamais  cesser  de  lui  être  tangente,  et  sans  avoir  de  moa- 
vement  dans  le  sens  de  ,sa  longueur ,  un  des  points  de  cette 
tangente^  décrira  la  courbe /iCy^^/^.  ••  Z>  dont  elle^est  une  des 
développées.  Mais  la  direction  de  1»  première  droite  ^^  était 
arbitraire ,  et  quelle  qu^eût  été  cette  direction  dans  le  plan  nor* 
mal  j  on  aurait  trouvé  une  autre  courbe  gg^g^»**  qui  aurait 
été  pareillement  une  des  développées  de  KAA' .  •  •  Z>  5  donc  ^  etc. 

Remarquons  que  tous  les  plans  MNOP  étant  tangens  à  la 
surface  développable  ,  puisque  chacun  d'eux  est  le  prolonge -« 
ment  d'un  de  ses  élémens  POO'P'y  P'O'OliP^f^  etc.,  la  droite 
Ag  qu)  j  dans  tous  les  instans  de  son  mouvement  y  se  trouve 
dans  un  de  ^s  plans  ,  est  aussi  nécessairement  tangent  à  cette 
surface.  • 

Théor.  Si  du  point  A,  l'on  abaisse  sur  OP  la  perpenJicu" 
laire  AG;  du  point  A'  sur  O'P'  la  petpendieulaire  A'G'  ;  du 
point  k'I  sur  OI'V^  la  perpendiculaire  A"G^/,  et  ainsi  de 
suite  ^  il  s'agit  de  d^ontrcr  que  la  courbe  GG'G'^...  qui 
contient  les  centres  de  courbure  de  KA...Dy  ne  peut  être 
une  des  développées  de  la  proposée ,  à  moins  que  cette  proposée 
ne  soit  plane. 
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Démons iraiion.   Lorsqu'une  courbe  est  à  double  courbure, 
^eux  tangentes  consécutives^  c'est-à-dire,  deux  tangentes  aux 
extrémités  d'un  même  élément  |  quelque  part  qu'on  le  prenne, 
sont  toujours  dans  le  m^nie  plan  j  mais  trois  tangentes  prises 
de  suite,  ne  peuvent  plus  s'y  trouver,  parce  que  deux  ëléraens 
consécutifs  d'une  telle  courbe ,  ne  peuvent  pas  être  dans  un 
même  plan }  donc  trois   plans  consécutifs  y  chacun   normal  à 
la  courbe  j  ne  peuvent  pas  être  perpendiculaires  à  un  même 
plan  f  et  conséquemment ,  l'intersectiofi  du  premier  et  du  se- 
cond plan  ne  peut  être  parallèle  a  l'intersection  du  second  et 
du  '  troisième  plan  ^  donc ,  pour  une  courbe  à  double  courbure , 
les  droites  OP,  CP',  O^PUy  etc.>  ne  peuvent  être  parallèles. 
Cela  posé;  la  droite  AG  étant  perpendiculaire  à  OP^  la  droite 
A' G  lui  sera  aussi  perpendiculaire ,  puisque  G  est  le  centre  du 
petit  Hrc  élémentaire  AA^'j  mais  cette  droite  A'G^  prolongée 
jusqu^eh  A,  ne  sera  pas  perpendiculaire  à  (yP^^  elle  sera,  par 
conséquent,  distincte  do  là  droite  A' G',  abaissée  perpendicu- 
lairement du  point  A'  sur   O'P'  \  donc  les  deux  droites  ou 
les  deux  normales  consécutives  AG  et  A^G^  ne  rencontreront 
pas   la    droite    OP  dans  le  même   point;  mais  deux   droites 
considérées  dans  des  plails  différens  y  ne  peuvent  se  rencon- 
trer que  sur  l'intersection  de  ces  deux  plans  )  donc  y  les  droites 
AG  y  A' G'  ne  se  rencontrent  pas^  et  conséquemment  elles  ne 
sont  pas  dans  un  même  plan.  Il  en  est  de  même  de  la  suite 
des  droites  A'G'f  A'^G**^  A"'G'l'j  etc.,  prises  deux  à  deux 
consécutivement }  donc  ;   toutes  ces  droites   ne   peuvent   pas 
être   les  tangentes  consécutives  d'une  même  courbe ,  puisqu'il 
faudrait ,  pour  cela,  que  les  deux  droites  AG^  A*  G',  fussent  dans 
le  même  plan.  Il  suit  delà  aussi  que  si  l'on  conçoit  une  droite 
qui  soit  tangente  à  la  courbe  GG'G^.,*  en   G',  ou  à  l'élément 
CG^ ,  cette  droite  ne  passera  pas  par  le  point  ^4' j  or,  en  tant 
qu'elle  est  sur  le  second  plan  normal ,  elle  ne  pourrait  couper  la 
courbe  KA»*  .Z)  que  dans  le  point  A^  olx  ce  plan  la  coupe  lui- 

a3 


f  • 
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xtiim^'j  donc  la  courbe  GG'Gf..*  est  telle  qu'aucune  de  ses 
tangentes  prolongées  ne  rencontre  la  courbe  KAA^A" . . .  Z>  ; 
donc  la  suite  des  points  GG'G^^...  ne  peut  être  |ine  de  ses 
développées;  donc,  etc. 

Si  la  courhtKA*  •  .i>  était  plane,  tontes  les  droites  OP,  OP', 
O^P^y  etc. ,  seraient  *perpendicuiaires  au  plan  de  la  courbe  ^ 
et  conséquemment  parallèles  entre  elles.  Ces  droites  ou  nor- 
males AG,  A' G' y  A^G^fy  etc.,  seraient  toutes  dans  le  plan  de 
la  courbe ,  et  se  rencontreraient  consécutivement  dans  la  courbe 
GG' GH . . .)  donc  elles  en  seraient  les  tangentes.  Cette  courbe 
ne  serait  autre  chose  que  celle  qu'on  a  considérée  comme  la 
développée  de  la  courbe  KA.*.I), 

Théor.  On  aura  une  des  développées  dune  courbe  quelconque^ 
plane  ou  à  double  courbure ,  si  par  un  de  hes  points  et  su£^ 
yant  une  direction  quelconque  ,  on  mène  une  tangente  à  la 
surface  développable  qui  est  le  lieu  de  ses  pôles  ,  et  si  ton 
plie  librement  sur  cette  surface  le  prolongement  de  cette  tan^ 
gente  ,  c^es^à'dire  que  la  courbe  ^'%^  • .  •  est  celle  que  forme- 
rait sur  la  surface  OPP'"0'"  une  droite  pliée  librement  sur  cette 
surface ,  et  dirigée  au  premier  instant  suivant  Ag. 

Pour  le  démontrer,  observons  ce  qui  arrive  à  une  droite  6a 
à  un  fil  que  Ton  plie  librement  sur  une  surface  :  ce  fil  peut 
être  considéré  comme  ayant  infiniment  peu  de  largeur ,  ou 
conmie  n'en  ayant  pas.  Soit  OPP^fQ^I  deux  élémens  plans 
consécutifs  d'une  surface  courbe  ,  ajant  pour  intersection  la 
droite  O'P'  j  soit  ABG  un  ruban  infiniment  étroit  appliqué 
sur  un  de  ces  élémens ,  suivant  une  direction  quelconque  :  il 
est  clair  que  la  partie  BG  nt  peut  venir  s'appliquer  sur  l'élé- 
ment suivant,  sans  faire  une  partie  de  révolution  autour  de 
Bb  ou  dé  O'P'  'y  et  comme  ce  mouvement  doit  se  faire  libre- 
ment, ce  qui  exige  que  le  ruban  touche  la  surface  dans  tous 
ses  points  y  l'angle  P'BG  doit  rester  constant;  lo  ruban  prendra 
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donc  une  position  BC^  Ulle  que  l'angle  P'BC  sera  égal  à  Tangle 
O'BA,  Car  en  supposant  le  ruban  BG  appliqué  en  ^C  sur 
rëlëment  O'P'P"  CK,  si  l'on  ramène  ce  second  ëléinent  dans  le 
plan  du  premier  ^  le  ruban  BCse  placera  dans  le  prolongement 
de  AB.  Il  en  est  de  même  d'un  fil.  Or  la  ligne  gg^g'^ ••  •  jouit 
de  cette  propriété;  car  g^  étant  un  pôle  de  Tare  A' A^  j  on  a  angle 
A§f  Çy  =  angle  A^^g^  (y  =  angle  P'^g^  ;  et  comme  ce  que 
nous  venons  de  dire  par  rapport  à  l'arête  O^P'  doit  .aussi  se 
dire  par  rapport  à  toute  autre  arête  de  la  surface,  on  tonclura 
que  la  courbe  gg'g^**'  est  celle  que  formerait  sur  la  surface 
OPpif'Qfft^  une  droite  pliée  Hbreiuent,  avec  une  direction  Ag 
au  premier  instant.  Donc  j  si  l'on  a  construit  la  surface  dévc- 
loppable  qui  est  le  lieu  géométrique  des  développées  d'une 
courbe  quelconque  à  double  courbure ,  on  a  mécaniquement 
une  de  ses  développées ^  en  menant  par  un  point  de  la  courbe 
un  fil  dans  une  direction  quelconque  tangente  à  cette  surface^ 
et  pliant  ensuite  librement  le  fil  sur  la  surface. 

Une  courbe  plane  a  donc  une  infinité  de  développées  qui 
se  trouvent  toutes  sur  la  surface  du  cylindre  qui  a  pour  base 
celle  de  ses  jdéveloppées  qui  est  dans  le  plan  de  la  courbe  y 
et  toutes  ces  développées  sont  à  double  courbure ,  à  l'exception 
seulement  de  celle  dont  on  s'est  occupé  jusqu'à  présent,  et 
qui  sert  de  base  à  la  surface  cylindrique. 

M.  Monge  démontre  rédproquement  qu'une  surface  cylin- 
drique k  base  quelconque ,  est  le  lieu  des  développées  d'une 
infinité  de  courbes  dont  aucune  ne  peut  être  à  double 
courbure. 

Toute  courbe  tracée  sur  la  «nrface  d'une  sphère,  a  pour 
lieu  de  ses  développées  la  surface  d'un  cône  dont  le  sonunet 
est  au  centre  de  la  sphère,  et  dont  la  base  dépend  de  la 
nature  de  la  courbe  ^  car  tous  les  plans  perpendiculaires  aux 
élémens  de  la  courb^y  le  sont  aussi  à  la  surface  sphérique  y  et 
passent I  par  conséquent ^  par  le  centre.' 
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Donc  une  coUrbe  qui  n'est  pas  plane  et  qui  n'est  pas  tracée 
sur  la  surface  d'une  sphère  |  a  pour  lieu  de  ses  développées 
une  surface  développable  dont  deux  arêtes  rectilignes  consé- 
cutives se  rencontrent  bien  quelque  part  y  mais  dont  trois 
prises  de  suite  ;  ne  se  rencontrent  pas  dans  un  même  poinU 
la  suite  de  ces  points  d'intersection  forme  une  courbe  qu'on 
appelle  arête  de  rebrousstmenl  de  la  surface  développable. 
Toutes  les  arêtes  de  la  surface  développable  y  ne  sont  autre 
chose  que  les  tangentes  de  cette  arête  de  rebroussemeift. 

Maintenant;^  étant  données  les  équations  d'une  courbe  à 
double  courbure^  il  est  facile  de  trouver  celle  de  la  surface  dé- 
veloppable qui  est  le  lieu  géométrique  de  sts  développées* 

Ett  effet  y  si  Ton  désigne  toujours  par 

jr  =fx    et    zt=z(çx, 

les  équations  des  projections  de  la  courbe  à  double  courbure 
sur  les  plans  des  xy  et  des  xz  ^  nous  avons  vu  (345)  que 
celle  du  plan  normal  était 

où  X  y  j  et  z  sont  des  quantités  constantes  pour  un  même 
plan  normal ,  et  variables  en  passant  d'un  plan  normal  à  un 
autre  consécutif:  si  donc  on  différentie  cette  équation  en  ne 
faisant  varier  que  Xj  parce  que  j*  et  r  sont  fonctions  de  cette 
variable,  on  aura  pour  le  plan  consécutif  au  précédent  dont  la 
position  est  quelconque 

Pour  obtenir  entre  p^  q,  s,  une  relaticy^qui  convienne  à  la 
totalité  des  intersections  des  plans  normaux  consécutifs ^  il  faut 
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ëlimiaer  x  au  moyen  des  deux  équations  précédentes ,  et  l'équa- 
tion qui  en  résultera,  sera  celle  de  la  surface  demandée ^  puis- 
qu'elle ne  contiendra  plus  que  les  coordonnées  des  points 
communs  à  la  série  des  plans  normaux. 

En  second  lieu,  étant  données  les  équations  d'une  courbe 
à  double  courbure ,  on  peut  trouver  celles  de  l'arête  de  r^- 
broussement  de  la  surface 'développable  qui  est  le  lieu  géomé* 
trique  de  ses  développéas. 

Considérons  un  troisième  plan  normal  consécutif  aux  deux 
précédens;  son  équation  se  déduira  de  celle  du  seeond^  ou 
de  {B)  ^  de  la  m^me  manière  que  celle-ci  a  été  tirée  de  (^^ 
elle  sera  donc 

Ces  trois  équations  donneront  le  point  d'intersection  de  deux 
él.émens  consécutifs  de  la  surface  développable  ^  jdonc  si  l'on 
veut  avoir  là  suite  de  cél  points  d'intersection  |  c'est-à-dire , 
Taréte  de  rebroussement ,  on  n'aura  qu'à  éliminer  x'des  trois 
équations  {^A)  j  (B)  et  (C),  et  les  deux  équations  en  p^  ^  et  ^ 
qu'on  obtiendra;  seront  celles  de  HRréte  de  rebroussemept ,  et 
on  en  conclurait  les  équations  de  deux  projections  de  cette 
arête. 

Si  l'on  reprend  les  équations  (utf)  et  {fi)  qui  représentent 
rintersection  d'un  plan  normal  avec  celui  qui  le  suit  immé«- 
diatement ,  et  qu'on  déduise  de  ces  équations  celles  des  prp<^ 
jections  de  l'élément  de  la  surface  développable  sur  les  trois 
plans  rectangulaires  j  en  éliminant  successivement  f  ^  <l  et  /. 
entre  [A\  et  {B) ,  on  aura  ces  trois  équations 

^y  .     <!'«       (        /dr\>     /djrXa  d'r  dv) 
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d»2  /àz  dy      dzd^t\ 

"^  "^  d^~ -^  W'dï^~did^y '^^^ 

""    \dxda:*      dx  drV         dx'       dj?  l*"*"\dx/   "^Vdx/  J 

"*"     do:»  \djcd«»      d«  dW         ' 

en  sorte  que  la  portion  d'une  perpendiculaire  à  cet  élément^ 
comprise  entre  le  point  x,  ^ ,  2  de  la  courbe  à  double  cour- 
bure et  sa  rencontre  avec  Pélëment,  sera  le  rayon  de  cour» 
bure  au  point  x ,  fy  2  de  la  courbe  à  double  courbure.  Or, 
si  Ton  cherche  cette  plus  coarte  distance ,  on  trouvera 

y   t\dW   "*"Ua:V  "^Wdx«       dx  dxV  ( 

expression  du  rayon  de  courbure  déjà  obtenue  (pag*  ^4^)- 

Nous  terminerons  ce  chapitre  en  donnant ,  d'après  M.  Monge , 
les  formules  qui  font  trouver  les  points  de  simple  et  de  double 
inflexion  des  cqurbes  à  double  courbure. 

On  appelle  point  et  inflexion  dans  les  courbes  planes^  le  point 
oîi  cette  courbe  ,  après  avoir  étë  concave  dans  un  sens ,  cesse  de 
rôtre  pour  devenir  concave  dans  l'autre  sens  {chap.  XIX  );il  est 
évident  que ,  dans  ce  point  ^  la  courbe  perd  sa  courbure  j  et 
que  les  deux  élémens  consécutifs  sont  en  ligne  droite.  Mai< 
une  courbe  à  double  courbure  peut  perdre  chacune  de  se^ 
courbures  en  particulier ,  ou  les  perdre  toutes  deux  dans  le 
même  point  ^  d'où  il  suit  que  les  courbes  à  double  courbure 
peuvent  avoir  deux  espèces  d'inflexio4i}  la  première;  que  nous 
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appellerons  simple  inflexion  y  a  lieu  lorsque  la  courbe  devient 
plane  eu  Fun  de  ses  points  \  et  la  seconde  ;  que  nous  nomme- 
rons double  injlexion ,  a  lieu  lorsque  la  courbe  devient  droite 
dans  un  de  ses  points. 

Puisque  dans  le  point  de  simple  inflexion  y  '  la  courbe  à 
double  courbure  devient  plane ,  il  faut  que ,  dans  ce  point  y 
les  équations  de  la  courbe  satisfassent  à  Tëquation  générale 
du  plan  j  qui  est 

z  =:  ax  -\-  by  •\'  c  : 

si  donc  on  différentie  trois  fois  cette  équation  y  à  raison  des 
trois  constantes  qu'elle  renferme ,  on  aura 

dz  =  aàx  -{-  bày , 
à^z=ib^y , 
à^—bà^jy 

«n  observant  que  x  est  la  variable  principale*  Si  on  élimine 
b  des>  deux  dernières  équations  y  ou  trouvera 

d^  à^z  —  à*z  d^jr  =  o , 

équation  de  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  équations 
des  projections  de  la  courbe  à  double  courbure  y  pour  que 
Cette  Ct)urbe  ait  un  point  de  simple  inflexion. 

Au  point  de   double  inflexion ,  le  rayon  de  courbure  est 
nul  ou  infini ,  ce  qui  donne 

\  do:'  J  "*"  V  do:*  y         V  dx    da:»         dx    dx»  /  ' 

Le  premier  membre  étant  la  somme  de  trois  carrés  ^  on 
doit  avoir 

d*r  d'z 

-; —  =  o  ou  00  ,     -ï —  =r  o   on  oo . 
dx»  dx» 
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La  troisième  équation  ^tant  une  suite  det  deux  premières  >  les 
formules  pour  trouver  les  points  de  double  intersection  ,  seront 
donc 

dV  d«^ 

-j ==  Q    ou    00  •       -T =  p    ou    00  • 

dx»  '      dj:»  ' 

ou  simplement 

d*y  =  o  ou   oo  ^     d*r  £S  o  ou  00  . 

Les  mêmes  formuler  donnent  aussi  les  points  de  rebroussement. 
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CHAPITRE     XXIII. 

« 
« 

Des  Surfaces  courbes. 

Passons  aax  surfaces  courbes ,  et  désignons  toujours  par  Xj 
jr  i  Zy  les  trois  coordonnées  d'un  point  donné  sur  cette  sur«r 
face  )  *  et  par  p  y  q  ^  s  y  les  coordonnées  analogues  d*un  plan 
rapporté  aux  mêmes  axes  rectangulaires. 

On  aura ,  par  la  nature  de  la  surface  (  pag.  353  ) , 

ft  par  la  nature  du  plan , 

ss=zap  +  bq  -^Cy 

ç,y  h  y  6  étant  les  trois  constantes  qui  déterminent  la  position 
du  plan.  D'abord  ^  pour  que  le  plan  ait  avec  la  surface  un 
point  commun  y  il  faut  que  son  équation  ait  lieu,  en  suppo- 
sant que  les  coordonnées  p ,  q  et  r  deviennent  Xy  fyZy  ce 
qui  donnera  cette  première  équation  de  condition 

z  =  aj?  +  ^/-  -f-  c. 

Considérons  maintenant  un  autre  point  de  la  surface  repon- 
-  dant  aux  coordonnées  a:  -f-  « ,  J^  +  A:  :  l'ordonnée  perpendi- 
culaire z  deviendra  y(^  +  *>J'  +  *i-  Faisons  aussi  dans 
l'équation  du  plan,  p  =  j:-J-  t,  q  =^  -\-  k)  l'ordonnée  per- 
pendiculaire s  deviendra  «  (^  +  i)  "I"  ^  (^  +  ^)  +  ^>  et  la 
distance  entre  les  points  correspondans  de  la  surface  courbe 
et  du  plan ,   sera  exprimée  par 
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et  y  en  développant ,  cette  différence  deviendra 

dz       dz  ,       d*z     î*        d'z       i     k      d*z    k* 
/(x,r)+i-»+T-A+7v-- — +-; — T f-T — .— --4-ctc. 

—  fljp  —  b^  -^  c  —  û*  —  ^A:  j 
et  comme  on  a  déjà 

xt=:f(xyjr)  =  aX'\'bjr+Cf    d'où    c  =  z  — «jc— 6j^, 

on  pourra  poser  ces  deux  autres  conditions  ^  « 

dz        - dz 

dx  ^  dj^ 

qm  détermineront  le  contact  le  plus  intime  entre  le  plan  et 
la  surface  au  point  commun  x^y^  z.  L'équation  du  plan  tan- 
gent est  donc 

dz  dz  dz  dz 

c'est-à-dire  j 

X f  y  ^>z  étant  Içs  coordonnées  du  point  de  tangence,  et  p^ 
q  ^  s  celles  du  plan  tangent. 

La  position  du  plan  tangent  dépend  donc  des  deux  coef- 

ficiens  -r —  v    -^ — ,  qui  sont  ceux  des  deux  différentielles  par- 
do:        d^ 

tielles  dont  se  compose  la  différentielle  première  complette  de 

z^=:f{Xyy)  (chap.   XIII )j  et  on  déduira  ces  coefficicns    de 

l'équation  de  la  surface  rapportée  au  point  auquel  le  plan  doit 

être  tangent. 

La  normale  étant  perpendiculaire  au  plan  tangent  au  point 

de  contact  ^  aura  ses  projections  sur  les  plans  des  xz  et  des 
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yz  f  respectivement  perf>endiculaîres  aux  traces  du  plan  tan- 
gent sur  les  mêmes  plans  coordonnés^  traces  qui  ont  pour 
équations 

dz  ^  .  d2  dz  ,  ^  dz 

en  sorte  que  celles  des  projections  de  la  normale  sur  les 
mêmes  plans  ^  seront 

p^x+—{s^z)=zo,  q^y  +  —(s^z)  =  Oy 

X  ^  ^  tX  z  étant  toujours  les  coordonnées  du  point  de  con- 
tact^ tX  p  j  q  ^  s  celles  de  tous  les  points  de  la  normale. 

Si  l'on  désigne  par  u  l'inclinaison  du  plan  tangent  sur  le 
plan  horisontal ,  et  par  fi  Tangle  de  l'intersection  de  ces  deux 
plans  avec  l'axe  des  atbscisses  j  on  sait  que  le  cosinus  de 
l'angle  u,  a  pour  expression 

cos  et  n=  ^-^  9     d'où     Ung  «  =  \/a*  -j-  6'  ? 

a  eX  b  étant  les  tangentes  trigonométriques  des  angles  que  font 
les  traces  du  plan  tangent  dans  les  plans  verticaux  ^  respecti- 
vement avec  Us  axes  tracés  dans  le  plan  horisontal.  L'inter* 
section  du  plan  s  =  ap-\'bq^c  avec  celui  des  oç/*,  a  pour 
équation         • 


a  c         .  a 

ç  =  — yp  — y,     donc     tangi8  =  --y, 


et 


cos  0  =  — '  ,    sin  /9  = 


\/a^  4,  b*  V/fl»  -f  /»» 

De  ces  expressions  de  tang«^  cos /S^  sin/3,  on  déduit  encore 
a  =  sin  fl  Ung  «  ,     fc  =  cos  fi  taùg  «. 
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Si  on  remplace  a  par  — — ,   b  par  -^— ,  on  aqr» 

il 

clémens  qui  serviront  à  fixer  la  position  du  plan  tangent  aa 
point  de  contact  x^ y ^  z» 

Si  l'équation  de  la  surface  est  de  la  forme 

on  en  dëduira  (chap.  XIII,  pag.  136,  197)  celles-ci 


du    ^     du     dz  du         au   dz 

/ 


dx+d^'dx""^'  ip'^iûir—'' 


en  sorte  que  le  coefficient  a  d'abord  représenté  par  -j— ,  1© 

dtt      du       ^  ,       ,  ,    ,     dz      ,     .     ,      du     d« 

sera  par -—:_-,  et  b  tiui  était  -r— ,  deviendra -r—  :-; — 

do?     d^  '  ^  dy  dy     àz 

Or  les  équations  des  projections  de  la  normale ,  trouvées  ci-i 
dessus*,  pouvant  ^tre  écrites  ainsi 

dz       ^        dz     . 

dz        ,        dz     , 

on   sait  que  les  cosinus  des    angles  X^    K  et  Z  qu'elle   fait 
respectivement  avec  les  axes  de^  or  ,  y  et  z^  sont 
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cos^  = 


il 

dx 


vm+m+' 


cos 


r= 


.; 


l/(^)"+(0+ 


cosZ  = 


n 


è)'+(0+' 


dz         d^ 
Maintenant  si  on  remplace  -^  et  -7—  parles  valeurs  que  noua 

^    ».     QX         ojr 

venotis  de  déduire  de  F{x,jrj  z)z=:Oj  oa  trouvera   ces  for- 
mules très^usitées 


doj  d;^  dz 


en  faisant^  pour  abréger, 


On  pourra  éiendre  aux  surfaces  courbes  la  théorie  des  con- 
tacts que  nous  avons  exposée  relativement  aux  lignes  courbes, 
et  en  déduire  des  résultats  semblables. 

Soit,  à  cet  effet,  ré<i|uation  de  la  sphère 

p  f  (J  t  r  étant  les  trois  coordonnées  d'up  point  quelconque  Je 
la  sphère,  a,  hj  c  cetles  de  son  centre,  et  R  le  rayon.  En 
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changeant  dans   celte   éc|uation  p  ^   q  ^  r   en  x  ^  y  y  z^   elle 
devient 

zt=c+  y/{R-—{x—ay  —  {y  —  bY}. 
Si  Ton  observe  que  j:  et  ^  sont  deux  variables  indépendantes  ^ 
on  trouvera  pour  le  coefficient  différentiel  -; — , 

'^  QX 


y 


dz  X  '—  a  X  — a 

"dJ"""  ^  [R'  —{x  —  aY-^{y  —  b)^\  ~         z — c 

dz  . 
et  pour  le  coefficient  différentiel  -^ —  9 

àz jr  —  b  _        y  —  b 

dj  —       y^\Ji^—^x  —  àf  —  {y—br\       ^    z^c  ' 

de  sorte  qu'on  a  ces  trois  équations  de  condition 

{z  -.  cY  +  {y  —  by  +  {x  —  ay  =  7î» , 

x-^i  +  — (z-c)  =  o,    ^_i  +  — (z-c)  =  o 

par  lesquelles  on  pourra  déterminer  les  trois  constantes  a  |  b^  c  ^ 
dont   les  valeurs  seront 

djc 


>/{'+(^)"+(l7)'} 

(  dx  /  •    "    •   ^^ 


K{'+(è)"+(0} 


4r 
il 


c  s=  z 


V{'+(^)"+(0} 


et  le  ra^on  R  sera  encore  arbitraire. 
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La  sphère  déterminée  par  ces  élémens  sera  donc  tangente 
à  la  surface  courbe ,  et^  par  conséquent ,  son  rayon  R  sera 
normal  à  cette  surface  ^  ainsi ,  en  regardant  la  valeur  de  ce 
rayon  comme  indéterminée ,  les  trois  quantités  a^  bj  c  seront 
les  coordonnées  de  la  normale  à  la  surface.  En  effet  ;  des  deux 
dernières  équations  {A)  y  on  déduit 

b  — ^  de 

c  —  z         ~  djr  * 

et  de  la  première  et  de  la  dernière 

'  £1  —  a:  àz 

c  —  z  ""        àx 

Ces  équations  reviennent  à  celles-ci 

dz 
^  — 7-  =  — -j-(C  —  z), 

d/ 

àz   ,  . 

et  en  notant  les  coordonnées  a^  b,  c  par  p,  Çf  5,  on  re- 
tombe sur  les  équations  de  la  normale  trouvées   (pag»  363). 
Pour  que  la  sphère  devint  osculatrice  de  la  surface,  il  fau- 
drait encore  pouvoir  satisfaire  aux' trois  conditions  données  par 

les  égalités  des  -r — »  ■  ;     .  ■  »   -r — >  dans  les  deux  déve- 

dx*    -  dxây       dj* 

loppemens  ^  mais  comme  il  ne  reste  plus  qu'une  arbitriiire  /?^ 

il  est  clair  qu'on  ne  pourra  satisfaire  à  toutes  ces  équations; 

d'où  il  suit  qu'il  est* impossible  de  trouver^  en  général,  uue 

sphère  osculatrice  d'une  surface  ;  comme  on  trouve  le  eercle 

osculateur  d'une  courbe  ,   c'est-à-dire  y  une  sphère  qui   ait 

avec  la  surface  ,  un  contact  du  second  ordre. 

Mais  si  parmi  toutes  les  sphères  touchaotet ,  il  ne  peut  y 

en  avoir  aucune  qui  devienne  proprement  osculatrice  de  la 
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surface  y  on  peut  du  moins  déterminer  celle  qui  sera  oscula* 
trice  d'une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  même  surface  t 
pour  cela>  il  n'y  aura  qu*à  supposer^  fonction  de  x^  comme 
dans  let  courbes  à  double  courbure  ^  et  pour  avoir  alors  un 
contact  du  second  ordre  ,  qui  devient  possible  ^  il  faudra  diffé- 
rentier  deux  foiS;  dans  cette  hypothèse,  Téquation  de  la  sphère 

(X  ^ay  +  {y^by  +  {z^  cy  =  fl». .  .(i) 

on  aura  d'abord  (  chap.  V  ) 

.     ^Y  ,  i  /  <32         d<2      dr  \ 

dz 
en  observant  que  -^ —  est  le  coeHicient  de  la  difTéreniielle  de 

z  y  prise  par  rapport  à  la  variable  x  en  dehors  de  y^  et  que 

d  "      dv 
--p-  .  --T —  est  celui  de  la  diiféreniielle  de  Zy  prise  par  rapport 

k  TT  y  txk  «tant  quelle  est  fonction  de  x.  On  trouvera  de  la 
même  manière 

^Vdx»^     dxdrdx^dr^dary    ^djrdW^  ^~ 

lia  première  équation  est  déjà  satisfaite  par  les  équations  trouvées 
plus  haut^  savoir  : 

(3)...a:  — ii  +  ^(x  — c)  =  o^— ô+^(z  — c)  =  o...(4) 

ce  qui  doit  être  >>  parce  que  la  courbe  est  tracée  sur  la  sur* 
lace  par  le  point  oii  cette  surface  est  touchée  par  la  sphère* 
Ainsi  ^  il  ne  reste  qu'à  satisfaire  à  l'équation  précédente  ;  qui, 
a  raison  de  la  seconde  des  deux  équations  ci-dessus >  se  réduit 
à  celle-ci 


1 


I 
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>+ 


/d'z  d**    dr   .   d**  /4rY^  /  ,e 

.  +fc+»d^di+^0)('"-'^)="-(5) 

Ainsi  les  ëqaatioiu  (i)#   W  «t  (5)  sont  les   trois   conditions 
Sttfifisantes  pour  un  contact  du-  second  ordre  |   lorsque   z  est . 
fonction  de  la  seule  "Variable  x  y  ainsi  qu'on  le  suppose   dans       ' 
cette  question  j   et  comme  on  a  déjà  employé  (1)  avec  (3)  et 
(4)  pour  avoir  les  équations  {A) ,  il  restera  à  employer  i'équa* 
tion  (5). 

Si  l'on  substitue  dans  cette  équation  (5)  la  valeur  de  z-^o 
trouvée  plus  haut  y  on  pourra  déduire  de  l'équation  résultante, 
la -valeur  de  A;  qui  sera 

^    '"*  d*^  d'z     <\y       d'z  /d^\» 

dx*"*"  *dxd7  dx'^âpKdxJ 

Connaissant  ainsi  le  rayon  R  de  la  sphère  osculaire ,  on  aura, 
par  sa  substitution  dans  les  formules  (A)  qui  donnent  tf  ^  ^  et  c, 
les  valeurs  de  ces  coordonnées  du  centre. 

dr 
La  quantité  -^ — y  qui  entre  dans  les  expressions  précédentes, 
dx 

dépend  de  la  courbe  qui  est  la  projection  sur  le   plan  hori* 

sontal  y  de  celle  qu'on  considère  sur  la  surface.  Cette  courbe 

étant  arbitraire  y  on  peut  chercher  celle  dans  laquelle  le  rayon 

de  courbure  R  sera  un  maximum  ou  un  minimum  y  et  pour 

cela  y  il  n'y  aura  qu'à  ,égaler  à  z^o  la  différentielle  de  l'cxpres- 

dr 
sion  de  Ry  regardée  comme  fonction  de  -: —  i    mais  pour 

M 
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simplifier  le  calcul ,  nous  observerons  que  puisque  les  trois 
équations 

donnent 

âr 
le  maximum  ou  le  minimum  de  /f,  relativement  à  -r — ^ 

répondra  au  maximum  ou  au  minimum  de  C|  la  seule  des 
trois  coordonnées  de  R  qui  entre  dans  son  expression  j  parce 
que  les  coordonnées  x ,jrel  z  relatives  au  point  de  contact,  sont 
constantes  :   il  n'y  aura  donc  qci'à  prendre  la  différentielle  par 

»     dr 
rapport  à  —-y  de  Téquation  trouvée  ci* dessus^  savoir  : 

dx 

/drv       /dz       dzdr\» 

/d»z  d»z     dr    .    d-z  /dJrV^  /  x 

+  fe  +  ^drd7£+ïFw>)('-^^=^' 

dy 
en  supposant  nulle  la  différentielle  de  jc  par  rapport  à  -^-^  > 

d>* 
c'est-à-dire ,  en  ne  regardant  que   -p-  comme  variable  :  on 

aura,  de  cette  manière,  cette  équation 

ày      dzrdz      dzd^-N       r  d*z        d'z  dy\ 


1 


DB  Calcul  différentiel;  5^1 

laquelle  ëtant  combinée  avec  la  précédente  ^  servira  à  détex^ 

dy 
miner  —-  et  c. 

dx 

dy 

SI  on  multiplie  (2)  par  --p-,  et  qu'on  retranche  le  produit 

de  (.«)y  on  aura  l'équation  plus  simple 
^^  /dz\»    ""  dz  dz  dx       M^z    .     d'z    dr\ 

Par  Téliminalion  de  x  •—  c  entre  (2)  et  (5) ,  on  aura  une 
équation  en  -p-  de  celte  forme 

en  faisant ,  pour  abréger , 

y'      I   /''^^Y^      ^'^  dg      dz      d'z 

'  =  ('+(è)')-^-0+(|r)-)^.    ' 

>^         /•dzNi'^     d*z  dz      dz      d*z 

~\    '^KdxJ  )  d;cdy  ~  dx" *  dr  *  dx»  ' 

sa  résolution  donnera 

r 

dy  _    B±.yJ(B*  +  A^C) 
dx~  -jlA  ^ 

^t  dv 

équation  du  premier  ordre  en  x^  y ,  *j^>   puisque  z  étant, 

par  la  nature  de  la  surface  «  une  fonction  donnée  de  .r  et^^ 
les  quantités  A  ^  B  ^  C  seront  aussi  des  fonctions  données  de 
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X  et  j'f  donc  (  chtp.  yni)  Fëqnatioii  priimtiTe  absolae  en  x 
et  j-  renifermera  une  constante  arbitraire ,  et  représentera ,  à 
raison  des  valeurs  qn'on  peut  donner  à  cette  constante,  une 
infinité  de  courbes  qui  seront  sur  le  pkn  des  ûpy  ^  \t$  pro* 
jections  des  h'gnes  de  plus  grande  et  de  moindre  courbure  de 
la  surface  proposée. 

Si  on  combine  les  deux  équations  (a)  et  (3)  de  manière  à 

dr 
fEiire  disparaître  les  termes  ou  —-  est  multiplié  par  z  —  c  ^ 

on  en  tirera 

(/•d«Y^^**       ^*   ^*     d*<»  dy 

\6x/  Jàjr*       ai  '  d^  *  dxdjr  dx 


f  d'z  ^'       d**  d* 
\dxi^)       djc'dy 


z 

9 


dr 
Donc  substituant  la  yaleur  de  -p  ;    et  faisant  de  phis 


on  aifra 


Vdx»    4y»       \dxdyj  J 

et  par  la  substitution  de  cette  yaleur  dans  K  (  pag.  $70  )  ^  oa 
on  obtient 

Vdx*   djr«       \dxdyj  J 
'd^V      /d«v 


=*v(.+(H)+(Sp-> 
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Les  deux  valevs  du  radical  donnent  >rane  le  maximum^ 
Paiitre  le  minimum  du  rajon  R* 

Il  passe  donc  par  chaque  point  de  la  surface  deux  courbe» 
qui  répondent  Tune  à  une  ligne  de  plus  grande  |  et  l'autre 
à  une  ligne  de  moindre  courbure  )  et  l'angle  sous  lequel  elles 

4r 

se  coupent  9  dépend  de  la  double  valeur  de  la  quantité  --r-y 

qui  représente  la  tangente  de  Pangle  formé  par  la  tangente  à 

chacune  des  courbes  de  projection  sur  le  plan  des  xxy  avec  Taxe 

des  X»  Or ,  comme  la  position  du  plan  des  sy  est  arbitraire ,  on 

peut  supposer  que  ce  pian  coïncide  avec  le  plan  tangent  de  la 

sur&ce  f  ou  que  le .  plan  tangent  de  la  surface  soit  celui  de 

dr 
projection  de  ces  deux  courbes  ;  alors  les  deux  valeurs  de  -—'  ^ 

ûx 

deviendront  les  tangentes  des  angles  que  feront  avec  un  même 

axe  pris  dans  ce  plan  tangent^ les  tangentes  aux  deux  branches  de 

plus  grande  et  de  moindre  courbure }  par  conséquent  la  différence 

de  ces  angles  sera  l'angle  cherché  sous  lequel  ces  branches  se 

dy 
coupent }  nommant  donc  y  et  ^  les  deux  valeurs  de-f^  «  la  tan- 
doc 

gente  de  cet  angle  |  sera  par  les  .formules  connues 
mais  nous  avons  trouvé  (  pag.  364  )• 

pour  tangente  de  Tinclinaison  a  du  plan  tangent  sur  celui 
des  X  ,jr^  donc^  dans  rbjpothëse  actuelle^  on  doit  avofr-**? 

tang  ft  =  o^  ce  qui  ne  pent  avoir  lieu  sana  qu'on  ait  — *  =:  o  ^ 
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Q2  * 

-^ —  =  o.  Faisant  donc  dans  les  expressions   de  ji ,  B  ,  C  p 

dz  dz 

-r —  =  O,  -T —  =  O .  on  trouvera 

jdx  dx 

^_   d'z         ij^  ^'-^  d*g ^    ^_    d*g 

"~dxd^  '        ""dp         dar»  ^       ~  dacdj-  * 

ce  qui  donne 

w^  — C=o. 

Ainsi  la  tangente  de  l'angle  dont  il  s'agit,  sera  infinie ^  et 
jpar  conséquent  .Pangle  sera  droit*  D'où  l'on  doit  conclure ,  en 
'général ,  {Jue  les  lignes  de  plus  grande  et  de  moindre  courbure 
d'une  surface  (juelconque ,  se  coupent  toujours  sous  un  angle 
droit. 

Nous  chérclierons  à    exprimer  le  rayon  jR   au  moyen    du 

plus  grand  et  du  plus  petit  rayoti  de  courbure ,  que  nous  d6* 

signerons  par  f'  et  ^''. 

àz  dz 

.     Les  hypothèses  -|| —  =  o  y  -r —  =  o  faites  dans  l'équation  , 

do:.   .  q^  ; 

la  réduisent  à  celle-ci , 


( 


^  d*z  d*z 
d^  \ *  /  ^  dx*  dx* 
dJy  "^{  .     d^z 

djcdy 


4r 
en  sorte  que  représenta^t  pv  m  et  m' les  deux  valeurs  de  -r-,> 

on  a 

mm'  «f*  1  r=  o } 

ee  qu'on  savait  déjà. 
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Si  Ton  fidt 

d*z  û*t  d'z 


dr 
Tëquation  en  -p-  peat  te  mettre  sous  l'une  et  Fautre  forme  , 

,TO»-f (r— Om  — «=o,    s+-^ —T=^°f 

m  m* 

desquelles  on  conclut  ^  =  o  ,  et  pour  m  =  o ,  et  pour  mc=  eo  ; 

d"z 
donc  "5 — -j-  =  o.  Ainsi  l'une   des  tangentes  étant  prise  pour 

le  nouvel  axe  des  x  dans  le  plan  tangent  ,  l'autre  sera  l'axe 

dz  àz  tl'z 

des  j-^   Ces  conséquences   — =o,  — =o,  -5 — p  =0,   repor- 
tées dans  l'expression  (\B  )  (  page  869  )  font  trouver 

{D) R'=:     "^^'^) 


^H^) 


dv 
en  observant   qu'ici  le  ^  est  la  tangente  de  l'angle  que  fb't 

avec  le  nouvel  axe   des  x  qu'on  vient  de  déterminer^  la  tan- 
gente à  la  courbe  à  laquelle  la  sphère  du  rajon  jR'  est  oscu- 

laire.  Nous  désigneront  autrement -pr- par  tang  ^,  en  sorte 

QX 

qu'on  aura  aussi 

(E) R'  =  -l±J^IliUL^ _i _. 

r  +  /taii-^/^        r  cos' f'^- /  sin*  ^ 

Il  s'agit  maintenant  d'introduire  dans  celte  dernière  formult 
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les  plus  grand  et  plas  petit  rayons  de  courbure  f'  't\  ff.  A  cet 

d'K  dv 

effet ,  on  fera  successivement  dans  (J5)  -^, — c=  o,  et  -—-  =  00  . 

^    '   dar  '       d«  ' 

hypothèses  qui  donneront 

r  / 

Or — étant  le  plus  grand  rayon  dé  courbure  f'y  et  —  le  plus 
petit  ^//^  on  trouve  par  ces  substitutions  dans  {E) 

^'~  "T'ços»  f+^'sm»  V   ^^y^ 

expression  qu'on  mettra  aisément  sous  la  forme 

j>,_ Uif^ 

^//+^/_(^/-.^/y)cos2f  * 

La  propriété  du  maximum  et  du  minimum  j  n'est  pas  la 
seule  qui  caractérise  les  lignes  de  plus  grande  et  de  moindre 
courbure }  elles  sont  encore  distinguées  par  rapport  à  leurs 
développées  ^  nous  allons  donc  chercher  les  conditions  néces- 
saires pour  que  le  rayon  de  courbure  soit  partout  tangent  à 
la  courbe  des  centres  y  et  pour  cela  nous  nous  servirons  d'une 
enalyse  semblable  à  celle  qui  a  été  employée  (pag.  ^54;  a55). 

Nous  diffërentierons  pur  rapport  kx,y^  z^a^hpO^d^Rlet 
trois  équations  (  pag.  370  ) 

(a:_a)»+(j-  — i)*  +  (z  — c)*=i=ilS 

«  — «  +  -^(«  — c)t=o,    ^_*  +  — (z  — c)  =  0, 

en  regardant  y  comme  fonction  Ae  x,  et  z  comme  fonction 
de  j:  et  j"  I  et  nous  aurons ,  en  désignant  par  a'^  b' ,  cf,  R' 
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les  coefficiens  des  différentielles  partielles  dta^  b,  c^  R,  prises 
par  rapport  k  x, 

~-.{x  —  a)a'  —  {y—.b)l/—{z  —  c)</  =  RR% 

dz 


--'-'^'dr="' 


d*^d^l.d«^dy*d«y'^^*      " '  Kàxày^ dj-*- dx  J 

,    •         ds 

or ,  cf'aprës  les  ëquaUons  (2)  et  ^)  (pag.  $70, 371),  ces  deux  der- 
nières se  réduisent  k 

et  sons  les  conditions  trourées  plus  haut ,  savoir  : 

la  première  devient  # 

—  (X  — a)a'~(y— J)4'-.(z_c)c's=«il% 
Mais  on  a  trouvé  (  pag.  366) 


X 


v^ 
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R 


V'H^JHw)' 


R 


âz 


y^t^ ^-^ 


v^-^m<^) 


X— c  =  + 


4r 

R 


K'+(0+(0 


donc  y  par  la  substitution  cle  ces  Taleurs ,  et  de  celles  de  af  et  6' 
dans  Téquation  précédente  »  on  aura 


•    n/ 


jR' 


tt  conséqaenunent 

àz 


R' 


y'<èy<^) 


»» 


La  somme  des  carrés  de  ces  trois  équations ,  est 


=v{' + ay+m  > 


c'est'à-dire,   tn  prenant  a  au  lieu  de  x  pour  variable  indé- 
pendante , 

dR 

da 

d'où  l'on  conclura  (  pag.  548}  qpe  la  quantité  R  est  égale  à  l!arç 

de  courbe  dont  a  ^  b ,  c  sont  les  coordonnées  :  cette  courbe  sera 

donc  la  véritable  développée  des' lignes  de  plus  grande  «t  d|^ 

moindre  courbure ,  et  ces  lignes  seront  les  seules  sur  la  surface^ 

qui  puissent  avoir  une  développée  formée   par   les  rayons  de 

courbure. 

Nous  allons  déduire  de  '  l'équation  du  plan  tangent  ^  celles 

des  surfaces  cjriindriques  «  coniques  et  de  révolution,  et  danji 

ces  applications   nous    désignerons  les   coordonnées  générales 

par  X  p  jr  y  z  y  et  celle  d'un  point  particulier  par  -Y,  K,  Z, 

!•.  Des  surfaces  cylindriques.   Quelle  que  soit  la  position 

du  plan  tangent  à  une  surface  cylindrique  ^  ce  plan  sera  toiir 

jours  parallèle  à  la  génératrice*  Cela  posé,  soient 

X  ss  azj    ^  =  bzy 

les  équations  d'une  droite  paraHèU  a  la  génératrice  dn  cyw 
lindre^  et  passant  par  Torigine  des  coordonnées.  L'équalioa 
du  plan  tangent  mené  par  un  poijU  X,   F,  Z  de  la  surface-i 

sera  (pag.  362  ) 

é 

Or  ^  pour  qne  le  plan  et  la  droite  soient  parallèles  ,  il  faut  qu'on 

«il  (Géom.  analyt ) ,  entre  les  coefHdfins  a,by  — — -  ,  ■       ^ 

la  relation 

dZ         _    dZ 
t  s=  a  -j—  +  ù  —p. ,    •  .  .  (A) 

laquelle  exprime  qu'une  surface  est  cjrb'ndrique ,  tans  cepen- 
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dant  rien  prononcer  sor  la  nature  de  la  courba  qui  dirige 
le  mouvement  de  la  génératrice,  puisque  Téquation  de  cette 
courbe  n'entre  pour  rien  dans  le  résultat  (^)./ 

On  pourra  donc  résoudre  eette  question  :  connaissant  la 
direction  de  la  génératrice^  trouver  Véquation  de  la  surface 
cjfiindrique  qui  enveloppe  une  surface  courbe  donnée* 

Soit  F^x^y^  jz)  =  0;  l'équation  de  la  surface  donnée  , 
qui  doit  être  satisfaite  par  les  coordonnées  X^  Y  y  Z\ 
après    en  avoir    tiré   les  valeurs   des   coefficiens   différentiels 

■         y  '         ;  on  les  substituera  dans  l'équation  (^)  des   nir- 

faces  cylindriques  I  et  l'équation  résultante  f{X^  Y ,  Z)  =o 
appartiendra  à  la  courbe  de  contact,  puisqu'elle  appartient 
à  la  suite  des  points  de  la  surface,  pour  lesquels  le  plan 
tangent  est  continuellement  parallèle  à  une  ligne  donnée  et 
fixe  de  position  :  mais  cette  courbe  étant  aussi  sur  la  surface 
proposée ,  il  s'ensuit  que  ses  deux  équations  seront 

desquelles  on  déduira  les  projections  de  cette  courbe. 

Si  l'on  différentie  l'équation  u:=iF  (XyX,  z)  =10  de  la 
surface  donnée ,  rapportée  anx  coordonnées  X,  Y^  i?,  on  aura 
(pag.  196,  197) 

du         dw   dZ du  du    dZ 

dX^dZlX'^^'     "dP+dZ  dY~  ^^ 

du       du      du 
^  rflf  '    îTk  *  7?"  *^***  fonctions  des  trois  variables  X^   Y 

et  Z  ,  et  de  là 

dZ    _  du     ^    du       dZ  __         dw  du 

dX  ~    ,  Ix   '  Iz'  W         lY  '.Iz' 
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les  deux  points  indiquant  un  quotient  :  substituant  ces  Ta* 
leurs  dans  l'équation  difTérentielle  des  surfaces  cylindriques ,  oa 
trouve 

du  dw         du 

qui  appartient  à  la  ligne  de  contact;  et  qui  équivaut  à....»' 
/(X,  F  ,  Z  )  =  o. 

Cela  posé  j  si  la  génératrice  est  parallèle  à  l'axe  des  z,  on 

a  a=0;  b^zio  y  et  l'équatioil  de  la  courbe  de  contact  se 

du 
réduit  à  -t-=-  =  o.  Eliminant  Z  entre  cette  équation  et  ceUe  de 

ÛZ 

la  surface  donnée  F  {X^  Yy  Z)=  o  ,  on  aura  l'équation  de  la 

projection  de  la  ligne  de  contact  sur  le  plan  des  ay  y  et  par 

conséquent  celle  de  la   courbe  qui  termine    la  projection  de 

la    surface  sur  le   même  plan^  courbe  qui  sert  de  base  aa 

cylindre. 

Si  la  génératrice  est  parallèle  aux  XyOnaa=oo^   et  Péqua- 

du 
tion  de    la   courbe    de    contact    se  réduit  a  «r-rr  =  o  :  donc 

dA 

éliminant  X  entre  cette  équation  et  celle  de  la  courbe  donnée , 
on  aura  l'équation  de  la  projection  de  cette  courbe  sur  le 
plan  des  .jrz ,  et  par  conséquent  celle  de  la  courbe  qui  ter- 
mine la  projection  de  la  surface  sur  le  même  plan. 

du     ^ 
Enfin  .  éliminant  V  entre     ,--  =  o  et  celle  de  la  surface 
'  dV  • 

donnée  I  on  aura  l'équation  de  la  courbe  qui  termine  la  pro- 
jection de  la  surface  sur  le  plan  des  xr. 

21^.  Des  surfaces  conclues.  Un  des  caractères  des  surfaces 
coniques ,  celui  qui  les  distingue ,  est  que  le  plan  tangent 
passe  toujours  par  leur  sommet.  Soient  donc  a,  bjC^  les 
coordonnées  de  ce  point |  et  X,  Vp  Z,  celles  d'an  antre  point 
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de  la  surface ,  par  lequel  doit  passer  le  plan  tangent.  L'équa- 
tion du  plan  tangent  au  point  A)  Y^  Z^  est 

et  comme  il  doit  aussi  contenir  le  sommet  du  cône,  elle  de- 
vient 

équation  qui  se  rapporte  à  une  surface  conique  j  sans  cepen- 
dant rien  supposer  sur  la  nalure  de  la  courbe  qui  lui  sert 
de  base. 

On  pourra  donc  résoudre  ce  problême  s  élant  données  les 
coordonnées  du  sommet ,  .  trouver  Véqvation  de  la  surface 
conique  individuelle  circonscrite  à  une  surface  courbe  donnée. 

La  ligne  suivant  laquelle ,  se  touchent  1%  surface  donnée  et 
la  surface  conique  demandée.,  étant ,  en  généra! ^  une  courbe 
41  double  courbure ,  il  faudra  ,  pour  en  déterminer  les  équa- 
tions j  observer  que  pour  tous  les  points  de  cette  courbe  de 
contact ,  les  deux   surfaces   ont   le   même  plan  tangent  y   et 

qu'ainsi  les  valeurs  des  coefliciens  différentiels  -r^>  ^tt>  9  ^^" 

dA      dx 

duites  des  équations  de  ces  deux  surfaces^  sont  les  mêmes. 

Cela  posé,  soit  F  (a:,  ^',  s)  =  o  l'équalion  de  la  surface 
enveloppée  par  la  surface  conique  ,  laquelle  doit  être  satis- 
faite par  les  coordonnées  X^  V^  Zz  on  en  tirera  les  valeurs 

Ay        A7 

de     ,    -y  ■  _,  --■^ y    qu'on  substituera  dans    l'équation   {B)  des 
a  A       dx  ,  . 

surfaces  coniques  ,  et  on  aura  une  autre  équation  /(A*,  Y,Z)  =  o'y 

ces  deux  équatjons  F  {X,  VyZ  )=o,  f{X,  V,Z)^o  ,   seront 

celles  de  la  courbe' de  contact. 

Supposons ,  en   premier  lieu ,    que.  la   surface   à  laquelle  la 
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surface  conique  doit  être  circonscrite ,   soit  du  second  degré  ^ 
et  représentée  par  Fcqualion 

Mz^    -h   iVr»    +    Pjc* 
+  ^M'yz  -+-  ^N'xz  +  aPxy  =  i 
+  nMllz  -+-  iN'fj  +  2jP^ar 

ce  qui  donnera  pour  Xj  Y  ^Z  ,  en  place  de  Xj  jr  j  Zy  cet 
coefficient  différentiels 

dz  _      p>Y-^P^l^+i^^^^  +  ^^^ 

dZ  _  _^    f;^4.  NY+AfZ  +  Nff 

substituant  ces   valeurs  dans   Téqualion  (B)  ^   et    retranchant 
l'équation  du  second  degré  ^  ou  aura 

Z  (  A^'a  +  M'b  +  Aie  +  Mf  ) 
+  Y{F'a+  m  +M'c  +  N'f) 
+  X(Pa  +Pfb  +iV'c+P") 
+         Pffa  +  N'fb  +Mtc+  1     =  o  ,  ^ 

équation  qui  appartient  à  un  plan  ;  d'où  il  suit  que  9  pour 
toute  surface  du  second  degré,*  la  courbe  de  contact  avec 
une  surface  conique  circonscrite ,  est  toujours  plane.  Si  la 
surface  est  du  degré  m ,  sa  courbe  de  contact  avec  une  surface 
conique  circonscrite  ,  est  du  degré  m  -^  i . 
Soit,  en  second  lieu ,  Tcquation  de  la  surface  enveloppée 

Af2»+Ay  +  P^»  +  2Ç2+2/îr+a5jc=i  .   .   .(i) 

fornae  sous  laquelle  peut  ctre  nuse  Tcquation  général^  des  sur- 
faces du  second   degré  j  on  en  tirera 

dZ PX+  S         d^"  _        1\'Y+R 

dA  J\1Z  +  (2  ^  1Y~'^  MZ  +  Q^ 
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Par  la  substitution  de  ces  valeurs  j  l'ëqualion  de  la  surface 
conique  {B)  deviejidra ,  après  avoir  réduit  d'après  la  relation  (i) 
dans  laquelle  on  a  remplacé  x  y  y  ^  z  par  X  ^  Y  ^Z  ^ 

que  Ton  peut  mettre  sous  cette  forme 

yc  +  pè  +  «a  +  ^  =  o  •   •   .  (2) 

équation  qui  appartient  à  un  plan,  puisqu'elle  est  linéaire  ea 
Xy  K  et  Z,  Des  équations  (i)  el  (2)  qui  sont  F(X,  r,Z)  =  o, 
fi^Xy  F,  Z)  =  o,  on  conclut  que  la  courbe  de  contact  d'une 
surface  quelconque  du  second  degré  et  d'une  surface  conique, 
est. toujours  plane« 

Il  est  évident  que  le  plan  qui  contient  la  courbe  de  con- 
tact, sera  fixe,  si  les  coordonnées  ùy  b^  c  sont  fixe^^elles- 
mêmes,  puisque  toutes  les  autres  quantités  M,  N,  P  y  etc. 
qui  entrent  dans  l'équation  de  ce  plan  sont  constantes  ^  mais  qne 
sa  position  varie  avec  le  sommet  du  cône.  Supposons  que  ce  - 
sommet  se  meuve  sur  la  surface  de  l'équation 

M'ô'  +  N'b^  +  P'a}  =  1  .   ,   .  (5)  : 

si  l'on  considère  deux  positions  consécutives  du  plan  de  la 
courbe  de  contac||  correspondantes  à  deux  positions  infini- 
ment voisines  du  sommet  du  cône ,  les  coordonnées  X,  Y  y  Z 
de  la  droite  intersection  des  deux  plans  y  seront  constantes , 
éandis  que  ^celles  a  y  b ,  c  du  sommet  auront  varié }  puisque 
les  premières  se  rapportent  à  la  suite  des  points  du  plan  de 
la  courbe  de  contact ,  dont  les  coordonnées  ne  varient  pal , 
quand  le  plan  lui-même  a  infiniraei^t  peu  varié  de  position 
par  le  déplacement  infiniment  petit  du  sommet }  les  équations 
de  cette  droite  seront  donc 

yc  +  fib  +  Ma+f=o,    ydc  +  pdi  +  i^da  s=  o  .    .   .(4) 
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ixim  a  fiiut  dire  ^  de  plus  ^  qae  le  sononet  de  la  f urface  co- 
mique se  pieut  $UT  la  surface  directrice,  ou  d'une  manière  com« 
jpatible  avec  la  nature  de  cette  surface^  €e  <pù  tlonne  - 

ATcic  +  N'bdb  +  P'aàa  =  o. 

Eliminatit  de  entre  cette  équation  et  la  seconde  de»  deux  pcé<H 
cMentes ,  on  aura  ce  résultat , 

Or  la  direction  auivant  laquelle  le  point  se  meut  sur  W 
surface  (3)>  étant   arbitraire^    il  en   est  de  même   du  rap« 

port  -3 —  "qui,  comme  ou  le  sait,  exprime  l'angle  avec  l'axe  des 
da 

4r^  de  la  projection  horisontale  de  la  route  du  point  dans  l'espace  t 
t>n  a  donc  -r-  =:=  — ^  ,   et  conséquemment 

<5)  •  .  ^  AT/ôc  —  A'^yi  fc±  o  >    Ar'*c -*.  P'ya  t=  o .  .   .  (6) 

n  résulte  de  là  que  les  coordonnées  Xy  Y ^  Zy  déduites  des 
«qoations  (9),  (6)  y  (6) ,  et  déterminées  par  ces  équations  ,  sont 
celles  du  point  commun  à  trois  pkns  de  contact  consécutifs  et 
tpielcoiiqttes,  point  qm  est  sur  le  plan  (a).  Ce  plan  variable  do 
positixm  par  a^  ^  ^  ç^  est  donc  le  lieu  de  tous  les  points  pa*- 
reils  fbijrnis  par  d'autres  positions  du  sommet -du  c^ne  enve« 
loppant,  et  conséquemment,  il  çst  le  plan  tangent  à  la  surfaca 
formée  de  to^jts  ces  poinjts  X^  Y^  Z*  Pour  obtenir  l'équatioa 
de  cette  surface  «  i>n  éliminera  0,  by  c  entre  les  équations  (2)^ 
(3) ,  (5)  eJ  (6)  ï  à  ctl  effet ,  on  multipliera  (5)  et  (6)  resptc 
tivemi^Rt  pajr  6  et  a  y  et  on  anra  celte  somme  de  produits 

{P'a*  +  A^'i^y  =  -W'c  (oa  +  0b). 

a5 


« 


^ 
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Ajoutant  de  pari  et  d^autre  M'yc* ,  ële^^ant  chacun  des  deoic 
membres  aux  carrés  ^  et  réduisant  d'après  les  relations  (2)  et 
(5)  ,  on  trouvera  . 

D'un  autre  côté,  les  équations  (5)  et  (6)  élevées  au  carré, 
donnent 

et^  par  consél|uent; 

Faisant  une  somme  de  ces  dernières  équations  et  de  l'équatiom 
identique  -zr^  =  -j^  ^  il  vient  j  après  les  réductions  | 


V*         i8V         a*.  y*     . 

^  +  7^+  pT—  j^Jf/ac»  ' 


y' 


mais    ,^        =  ^*  :  donc 

^'»c»  ' 

iV'P V  +  A/'-P'/ô*  +  Jlf'iV'a"  =  M'N'P'i^  ;  .  .  (7) 

résultat  indépendant  de  a^  ^;  ^1  ^^  ^I^^^  ^^  ^^^  second  degr^ 
en  X ,  Y  ^  Z^  puisque  tty  fi^y  sont  des  fonctions  linéaires  de  ces 
variables.  Donc  si  une  surface  conique  touche  et  enveloppe 
constamment  une  surface  courbe  quelconque  du  secorui  degré ^ 
pendant  que  son  sommet  parcourt  une  autre  surface  du 
second  degré  ,  située  comme  on  voudra  dans  Vespace ,  nuds 
douée  d*un  centre  ^  le  plan  de  la  courbe  de  contact  des  deux 
surfaces  f  touchera  toujours  une  troisième  surface  du  second 
degrét 


1 
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Voyez  encore  les  Mémoires  de  MM.  Li^et  et  Bnanchon  ^ 
Insérés  dans  le  i3'.  cahier  du  Journal  de  TEcole  Polytech- 
nique. 

3*».  Dès  sïhfaces'  de  rés^olution.  Une  des  propriétés  carac- 
téristiques des  surfaces  de  révolution^  et  qui  est  indépendante 
de  la  nséure  de  la  courbe  génératrice  qui  ;  en  tournant  autour 
do  Taxe,  engendre  la  surface  9  est  que  le  plan  tangent  est  tou- 
jours perpendiculaire  au  plan  mené  par  le  point  de  contact  et 
par  Taxt  de  la  surface  ,  et  qu'on  nomme  plan  méridien* 

Soient  donc 

rt  =  Az  -f-  a  ,    y  =  ^^  H"  ^  ^ 

«  * 

les  équations  données  de  Taxe  de  révolution  ,  et  -Y,  F,  Z  les 
coordonnées  du  point  de  contact;  Téquation  du  plan  méridien ^ 
en  tant  qu'il  passe  par  le  point  de  contact^  est  de  la  forme 

On  assujétira  ce  plan  à  passer  par  l'aie  j  en  déterminant  les 
deux  élémens  de  position  Aï  et  JV  y  d'après  ces  deux  équations 
de  condition , 

données  (Eiém.  de  Géom.  analyL),  et  desquelles  on  tire 
facilement 

M{A{b—Y)  —  B{a^X)}:=i       b—r+BZ, 
J[V[A(b—  F)  — -B(a— X)}=:-(a  — X  +  ^Z). 

Ainsi  l'équation  du  plan  méridien  mené  par  le  point  de  con-* 
tact,  est  V 
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Ot;  rëqaation  du  plan  tangent  est 

tX  ces  deux  plans  seront  rectangulaires  entre  eux  ^  si  Ton   a 
la  relation  (  Géom-  anafyt,  ) 

b  —  Y^  BZ  (  ^^\ 

A{b^Y)^B  (a—X)  \  dX  ) 

a  —  X+  AZ  fdZ\  ^ 

""  A{Jb  —  Y)^B{a^X)  \W)  +  '  *=  ® » 

cW*à-dire , 

Donc  cette  dernière  équation  exprime  qu'une  surface  est  de 
révolution  autour  d'un  axe  déterminé  de  position  par  les  cons- 
tantes A  ^  £|  a;  h  f  sans  rien  prononcer  sur  la  nature  de  la 
|;énératrice« 

On  peut  être  conduit  à  la  même  équation  par  la  considé- 
ration de  la  normale.  En  effet  ^  les  surfaces  de  révolutioa 
jouissent  encore  de  cette  propriété  que  la  normale  en  tdut  point 
de  ces  surfaces ,  coupe  toujours  Taxe  de  révolution.  On  a 
trouvé  (  pag,  363  )  pour  les  équations  de  la  nornule 


y-Y^{z^Z){-^  =  o, 
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Pour  c|ae  cette  droite  coape  l'axe,  il  fiaat  que  ses  équations 
et  celles  de  Taxe  aient  lieu  en  même  tems ,  indépendammenl 
des  valeurs  de  x^y ,  9j  ou,  qu'ea  é!i|ninant  or,  ^^  ^  de  ces 
quarre  équations  ,  l'équation  résultante  soit  satisfaite.  Or ,  ceti6 
élimination  conduit  encore  à  l'équation  (^). 

Une  surface  courbe  étant  coupée  par  une  suite  de  plans 
parallèles  entre  eux ,  on  demande  Véquation  de  la  Itgne  per-m 
pendîculaire  aux  sections  de  la  surface  par  ces  plans. 

Nous  supposerons  la  surface  courbe  quelconque  ^  lorsqu^eN* 
est  de  révolution  et  que  les  plans  coupans  sont  perpchdicu^* 
laires  à  l'axe  de  révolution  ,  la  ligne  perpendiculaire  cherchée  est 
év^idemment  une  des  génératrices  de  la  surface. 

Prenons  pour*  plan  coupant  celui  des  xjr '^  car  par  une 
simple  transformation  des  coordonnées  ^  on  peut  toujours  ren- 
trer dans  cette  hypothèse.  La  courbe  cherchée  >  en  tant  qu'elle 
est  sur  la  surface ,  sera  complettement  connue  par  sa  projection 
sur  le  pkn  des  xy  ;  noul  désignerons  par  y  =  Fa  celle  pro- 
jection. Pour  que  la  courbe  cherchée  et  la  section  parallèle  au 
plan  des  xy^  soient  perpendiculaires  entre  elles ,  il  faut  que  leurs 
tangentes  au  point  dlnterscction  soient  aussi  perpendiculaires 
l'une  à  l'autre,  ce  qui  aura  lieu  si  ou  assujétit  les  projèclions 
de  ces  tangentes  sur  le  plan  xy  y  à  se  rencontrer  à  angle 
droit  ^  ainsi  y  en  représentant  ces  projections  par  ^=ûx  +  «> 
jr-rra'x  +  a',  il  faudra  satisfaire  à  la  condition   i-|-ja'=:o.^ 

Mais  a  =13  -r — ,  ce  coefficient  différentiel  étant  déduit  de  l'équa-- 

dr 
wn  y2=:Fx,  et  a'  =  — —  ,  ce  coefficient  étant  tiré  de  l'équa- 

lion  de  la  surface  y  en  regardant  ^  comme  uQe  constante , 
puisqu'il  s'agit  d'une  section  parallèle  au  plan  xy.  Ainsi ,  con- 
naissant l'équation  de  la  surfecç ,  o|i  Iq^  diffcrcntiera  par  report 
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à  X  tly,  on  éliminera  z  entre  Tëquation  et  la  difTérentielley 

dr 
el  de  ce  résultat  on  tirera  la  valeur  de  -r —  =7  a'  en  x ,  jr  \ 

QX 

on  reportera  cette  valeur  dans  la  relation  1  4*  ^  c=  o  ^  dans 

dv 

laquelle  on  écrira  aussi  -~ .  pour  a  ^  et  on  aura  ainsi  l'équation 

difTérentielIe  de  la  courbe  cherchée,  qu'on  cherchera  a  inté- 
grer :  la  constante  introduite  par  cette  intégration  y  est  dé- 
terminée par  la  condition  que  la  courbe  passe  par  un  point 
connu. 

Prenons ,  pour  exemple ,  les  surfaces  de  révolution  coupées 
perpendiculairement  à  Taxe ,  et  dont  l'équation  est 

x^  +y*  =  9z  (*)•••   .  (A/) 

■  ^  ■  ■    ■ 

(*)  Les  surfaces  de  révolution  dont  nous  avons  fait  connaître  un  caiac^ 
tère  distinctif,  en  ont  un  second  encore  indépendant  de  la  nattu*e  de  ]« 
courbe  génératrice  ^  c'est  que  si  on  les  coupe  par  un  plan  quelconque  per- 

fcndiculaire  à  V^^xe  de  révolution ,  ou  a  pour  section  la  circonférence  d'nn 
rcle  dont  le  centre  est  daus  Taxe  de  révolution  ,  et  dont  tous  les  points 
sont ,  par  conséquent,  à  égaUs  distances  d'un  même  point  pris  sur  Taxe  j 
or,  les  équations  de  Taxe  de  révolution  étant  comme  ci-dessus, 

Celle  du  plan  perpendiculaire  à  Taxe  sera  (  Géom.  analyt.  ) 

I 

dans  laquelle  la  ^u^ntilé  a  détermine  la  position  de  ce  plan,  est  cons- 
tante pour  le  m^mc  pbn  papenJicutaire ,  et  varl^Me  avec  la  position 
de  ce  plan;  de  plus,  Taxe  de  révolution  rencontre  le  plan  des  x^jr  dans 
un  peint  dont  les  coordonnées  sont  a:  =  a,jr  =  ^,  xr=oj  et  si  l'on  re- 
garde ce  point  comme  le  centre  commun  d'une  suite  de  sphères  concen- 
triques, l'équation  générale  des  surfaces  de  ces   sphères,  sera 

(x — a)*  +  (^  — i»)a  -I-  X»  =  C», 
dans  la^uellç  1«  ra jon  C  est  comiopt  dans  la  même  spUre  y  et  variable  cb 
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«n  supposant  que  Taxe  de  là  surface  soit  aussi  celui  des  z.  Si' 
Ton  dilférenlie  par  rapport  à  x  et  ^  ^  on  trouve  .    .    .    .   . 

a'  =  — -  = :  celte  valeur  portée  dans  i  -|-  ^û'  =p  o  ^ 

3c  '        ûc      dy  ^Y 

donne  i— /ï  —  =o,  oui—  — .  -—-  ;  à  cause  de  a  =  -~-  : 

y  y      ax  dx 

en  déduit  de  là 


àx        ày 


y 


passant  d^une  sphère  à  une  autre.  Cela  pose ,  si  le  point  que  Ton  considère 
lur  fa  surface  de  révolution ,  se  meut  sur  crtle  surface  sans  sortir  du  même 
plan  perpendiculaire  à  Taxe  ,  il  ne  sot  tira  pas  non  plus  de  la  mt^nie  sur- 
face de  spbère ,  il  restera   sur  la    circonfcTence  intersection  des  deux  sur- 
faces ^  mais  si   ce  point,   en  se  mouvant,    sort  du  pbn   perpendiculaire  kr 
Taxe ,  il  passera  sur  la  surface  d^une  autre  sphère ,  et  sur  une  autre  circon- 
férence  intersection  de  la  sorûice  de  révolution  par    cette  nouvelle  sphère, 
et  les  quan*ités  «  et  C  auront  toutes  deux  varié.  Les  surfaces  de  ravolutioa  < 
sont  donc  telles  que  les  quantités  «  et  C*  ,  ou  les  quantités  respectivement 
équivalentes  Ax  ^By  -^^^  (.r  — a)>  -4-  {^y — ^)»4-**,  sont  constante»" 
ensemble  et  variables  ensemble  4  on  a  donc  pour  équation  de  ces  surfaces 
C*  :=  f  «  y  c'est-à-dire , 

ilans  laquelle  p  indique  une  fonction  quelconque  dont  la  foinie  déj^end 
de  l>i  courbe  génératrice.  Dans  cette  équation,  -^'^y^  «  sont  les  cooidon- 
iiéçs  des  points  de  chacune  des  circonférences,  intersection  de  chacune  dt-s 
sphères  par  Tun  des  plans  parallèles  à  celui  des  ^t  yj  de  sorte  que  la 
surface  de  révolution  est  particularisée  par  la  courbe  géncrauicc.  Si  Taxe 
^e  révolution  passe  par  Torigine  et  est  parallèle  aux  z,  oii  a  ^=0, 
J?  =  o,  a  =  o,  &  =  o,et  réquation  précédente  devient 

«a  comprenant  dans  pz  U  trnne  —s'  :  c'est  Téquaiion  (jW). 
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ëqaatioii  dif]fër«iltieUe  dont  Tëquadc^  prîmitit^  est 

I  désignant  un  logarithme  nëpërieii ,  et  IM  ëtant  ïa  constante^ 
De  régaiiU  des  logarithmes,  on  déduit  celle  its  nombres^  ea 
sorte  que 

ce  qui  est  rëquatiôn  d^une  droite  passant  par  Uorigine^  droite 
qui  est  en  même  tems  la  projection  d'une  position  de  la  courbe 
géncratriçe.  On  voit  conlirmëe  par  là  cette  propriété  dé  1« 
courbe  génératrice  d'être  toujours  perpendiculaire  aux  sectioiu 
circulaires  faites  dans  une  surface  quelconque  de  révolution, 
IjSl  méaie  m^diode  s^applique  aux  sur^ces  courbes  du  second 
degré  ayant  un  centre }  ces  surÊices  ^  représentées  génénle^ 
ment  par 

sont  ^  pour  L  =:  M,  de  révolution  autour  de  T^xe  des.  4 
(  Géom.  onaljrU  )  ^  et  en  effet ,  Téquation 

rentre  dans  Péquation  générale  {A)^ 
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CHAPITRE    XXVty 

Cubature  des  solides  ,  et  mesure  des  surfaces 
courbes  qui  ne  sont  pas  de  réi^olution. 


Soit  zz=i/(x ^  y)  réqnation  d'une  surface  courbe;  mendiis 
quatre  plans  parallèles  deux  à  deux  à  ceux  des  xz  et.  des  y^^ 
et  cherchons  d'abord  le  volume  F  du  corps  qui  repose  sur 
le  rectangle  xjTy  et  qui  se  termine  à  la  surface  courbe.  Ce 
volume  y  sera  une  fonction  de  x  y  y,  que  nous  désignerons 
par  F{x  j  y)\  en  sorte  que  x  devenant  x  -^  i^  et  jr  deve* 
nant  jr  '{^  kj  Taccroissement  de  volome  ^  sera 


dJ'*'*"    dy 


d^F 


^ 


d-F 


^  dx*      2         axdy       ^ 


d*F     k^ 

■  ■  '    •  ■  ■  ■ 
dy*       a 


+  etc. 


c'est* à- dire  I  la  somme  des  trois  volumes  construits  sur  let 
rectangles  iy,  xk  ai  ik.  Or,  l'accroissement  de  volume  d&  au 
seul  changement  de  :r  en  x  -|- 1 ,  c'est-à-dire  ,  le  volume  qui 
a  pour  base  le  rectangle  iy,  est  exprimé  par 


dF        d*F     î»  d^F 

dx         -*-'     •   -  *** 


£» 


do:»     i.a  ^      dy     i.a.3 


+  etc. 


et  l'accroissement  de  volume  d&  au  seul  cbangeAent  de  y  en 
jr+k^  c'est-à-dire,  celui  qui  repose  sur  la  base  xk,  est  noté 
|>ar 


dF       d^F    k^ 
dj*     ■'  dj^    i.a 


d^F      k^ 


dy^     i.a.5 


*►+  etc. 


/ 
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Si  àe  l'accroissement  total  du  volume  correspondant  aux  ac-* 
croissemens  i  de  x  ei  k  de  jr  y  on  retranche  ia  somme 
des  accroissemens  partiels  représentes  par  les  deux  développe— 
mens  précédens  ,  on  aura  pour  différence  le  volume  qui 
s'appuie  sur  le  rectangle  ik^^  lequel  ai  conséquemment  ex- 
primé par 

ik  +  etc. 


djrdj' 

Nous  chercherons  deux  limites  de  ce  volume,  l'une  toujours 
plus  grande,  l'autre  toujours  moindre,  quelque  petits  que  soient 
i  et  k,  A  cet  effet  ,  nous  mènerons  deux  plans  parallèles  à 
celui  des  xy,  par  les  extrémités  des  deux  ordonnées  z  et  x', 
correspondantes  la  premièni  à  x  et  j-,  la  seconde  à  x  -\-  i  et 
j*  4"  A  j  et  en  supposant  que  les  ordonnées  z  croissent 'toujours 
avec  X  ei  jr ,  que  la  surface  soit  toute  entière  convexe  ou  con- 
cave vers  le  plan  horisontal ,  et  qu'elle  ne  renferme  pas  de 
ppints  singuliers ,  il  faudra  que  la  différence  entre  les  parallé- 
lipipèdes  excédens  et  dédciens  ,  savoir  :  /A.-z'  —  ikz  soit  toujours 

plus  grande  que  — j — - —  ik  -f-  etc.  —  ikz ,  quelque  petits  que 

soie^it  les  accroissemens  i  et  Ar^  on  doit  donc  avoir  ^  après  la 
division  par  ik.,  Tinégaiité 


d-F  ,    d^F-î^    •  ^/dz  ,      dz,    ,.        \ 


dxdjr  dx^   1.2.3 

En  employant  les  limites  données  (  chap.  XIV),  et  des  consi- 
dérations analogues  à  celles  dont  on  a  fait  usage  (chap.  XVII , 
!KXI) ,  on  prouvera  que  cette  inégalité  ne  peut  avoir  Heu  pour 
des  accroissemens  i  et  Al  aussi  petits  qu'on  voudra ,  à  moins 
que   le  terme  du  premier  membre  ,  indépendant  de  ces  ac^ 


/ 
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croissemens^  ne  soit  nul^  et  alors  on  a  cette  condition 


z. 


àxdjr 

La  même  conclusion  aurait  encore  lieu  en  supposant  que  lès 
ordonnées  z  allassent  en  diminuant  depuis  x  etjr^  jusqu'à  x  -{-  i 
et  jr  -{^  k. 

Ainsi  après  avoir  remplace  z  par  f{Xjjr)j  et  mis  le 
premier  membre  sous  Tune  de  ces  deux  formes  (chap.  XIII) 

— ou  — -j ,   sous  la  seconde ,  par  exemple ,  on  aura 

-f^.=nx,y),    d'où    d(^)=a^/(x,^J, 

intégrant  par  rapportàjseulement, puisque lecoefficientdifïeren- 

tiel  d'où  Ton  part,  est  celui  de  la  différentielle  -r —  prise  par  rap- 

dx 
port  di  y ,  on  obtiendra 

et  de  là 

dF=dxrdr/ix,j), 

la  seconde  intégrale  qui  donne  F^  doit  être  prise  par  rapport 
à  X  seulement  ^  en  sorte  que 

V=Jdx/âxJ{x,y). 

On  indique  ordinairement  ces  deux  intégrâtes  par  le  doubla 
signe  //,  en  cette  manière 

F=//dxdr,y(x,y), 


-4 
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et  on  intègre  deux  fois  en  regardant  à  volonté  y  d'abord  jr>^ 
puis  y  comme  une  constante  j  et  ayant  soin  de  complet  ter 
chaque  intégrale  par  une  const«nte  qu'on  déterminera  eu  ayant 
égard  aux  limites  données  par  la  question.  Par  exemple  ^  si  le 
volume  f^tst  compris  entre  deux  plans  parallèles  à  celui  des  arz  , 
plans  ayant  pour  équations^  =  a|jr=t»yCt  qu'on  ait  d'abord 
intégré  par  rapport  k  jr  y  on  '  prendra  celte  intégrale  depuis 
y=aj  jusqu'à  j^=^  (  chap.  XVII,  pag*  258),  et  le  résultat  sera 
délivré  de  jr  ^  mais  il  contiendra  l'antre  quantité  x  qui  a  été 
regardée  comme  constante  :  on  iiftégrera  de  nouveau  depuis, 
la  plus  petite  jusqu'à  la  plus  grande  valeur  de  j?  ,  c'est-à-dire  , 
depuis  a:  =  a'  jusqu'à  x  =  b*,  a'  et  b'  étant  les  équations  de 
deux  plans  parallèles  à  celui  des  jrz ,  et  on  aura  ainsi  le  vo- 
lume compris  entre  les  quatre  plans  verticaux  et  parallèles  deux 
à  deux ,  le  plan  horisontal  et  la  surface  courbe.  Yoye^ ,  au 
reste  *pour  les  applications ,  la  secoude  partie  de  l'ouvrage. 

Passons  à  la  mesure  des  surfaces. 

Je  considère  la  portion  de  surface  courbo  interceptée  par  le. 
parallélépipède  qui  a  pour  base  le  rectangle  £k  ,  et  je  la  sup^ 
pose  toute  entière  convexe  ou  concave  vers  le  plan  horison- 
tal ,  et  telle  qu'elle  ne  renferme  pas  de  points  singuliers  :  celte 
surface  parallelogrammique  est  comprise  entre  celles  des  deux, 
parallélogrammes  tangens  menés  par  les  extrémités  de  la  plus, 
grande  et  de  la  plus  petite  ordonnée ,  et  inscrits  entre  les 
faces  du  parallélipipède  qui  s'appuie  sur  le  rectangle  ik  :  car 
on  peut  regarder  comme  évident  qu'une  surfeice  est  plas 
grande  qu'une  autre  avec  laquelle  elle  a  un  point  commun  ; 
lorsque  l'on  peut  mener  par  ce  point ,  et  tous  ceux  du  contour 
de  la  moindre  surface ,  des  plans  qui  cotjpent  la  plus  grande 
surface  suivant  des  lignes  toutes  différentes ,  et  plus  longues 
chacune  que  l'intersection  correspondante  dans  l'autre  surface. 
Si ,  dans  cette  hypothèse,  on  considère  d'abord  le  plan  tangent 
qui  passe  par  rcxtréraité  de  la  plus,  grande  ordonnée  verticala. 
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Jf[âc  ^  i^y  '^  k)y  il  est  ëvidenl  que  tous  les  plans  verticaux 
knenés  par  le  point  z+A,a:+î,  r+****  P^**  '^s  difFërens 
points  du  contour  de  la  portion  de  surface  courbe  qu*oik 
considère ,  couperont  le  parallélogramme  tangent ,  et  la  surface 
courbe  suivant  deux  lignes  ^  dont  Tune  droite  ,  sera  tangente  è, 
Vautre  qui  sera  une  courbe  ^  et  toutes  ces  tangentes  seront  dif- 
férentes. Or  y  en  supposant  la  surface  courbe  concave  vers  le 
plan  xy^  chacune  de  ces  tangentes  étant  menée  par  l'extrémité  de 
la  plus  grande  ordonnée  d'un  arc  de  courbe ,  et  termfnée  à  la 
rencontre  de  Tordonnëe  qui  passe  par  l'autre  extrémité  j  a  une 
longueur  moindre  que  l'arc  rectifié  (  pag.  262  )  :  ainsi  l'aire  da 
parallélogramme  fom^é  de  ces  tangentes  |  sera  moindre  que 
celle  de  la  portion  correspondante  de  surface  courbe  :  on  prou- 
verait de  même  que  cette  dernière  est  moindre  que  celle  du 
parallélogramme  tangent  à  l'extrémité  de  la  plus  petite  ordon-i» 
née  :  donc  elle  est  comprise  entre  les  deux.  Il  s'agit  donc  de 
déterminer  les  surfaces  des  parallélogrammes  tangens  aux 
points  Xy  jr  p  z,  et  ar+/,  J^  "h  ^f  e  +  //.  Or,  on  sait 
(pag.  56^  j  5^4  )  V^^  ï«  plan  tangent  au  poitit  x  y  y ,  2 ,  fait 
avec  le  plan  des  a;^j^  un  angle  dont  le  cosinus  est 


et  comme  Taire  d'un  parallélograifime  situé  dans  l 'espace  ;  est 
égale  ^  celle  de  sa  projection  sur  le  plan  xy  divisée  par  le 
cosinus  de  l'angle  que  fait  son  plan  prolongé  avec  le  même  plaa 
de  projection  ,il  s'ensuit  qu'en  faisant  X  =  jp  -j*  '  >  Yzszy  J^  Ar, 
on  aura  pour  expression  de  cette  aire 


(^_.„r_„|/.+(0+(^) 
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En  changeant  dins  -^ —  et  -p- ,  les  coordonnées  x  et  ^   en 

X  -{-  î  et  y  +  Ar ,  cette  expression  deviendra  celle  de  Paire  qui 
est  Tautre  limite  :  ainsi  en  observant  que  -Y  —  a:  =  t  r=  àa:  , 
Y  "^y  =  /:  =  ày-j  on  aura 


pour  terme  commun  aux  deux  limite^.  Maintenant  si  l'on 
représente  par  /^  (  a; ,  y)-=f  U  la  surface  courbe  paralléio* 
grammique  qu'il  s'agit   d'évaluer ,  on  aura 

F{X,r)-F(x,r)-F{X,y)  +  F(x,x), 

m 

pour  l'expression  de  Taire  de  la  surface  courbe  ^  interceptée 
entre  les  aires  .limites.  Si  Ton  développe  cette  dernière  for- 
mule suivant  les  puissances  de  t  et  X:^    ou  de  dx  et  dy^  et 

les  produits  de  ces  puissances^  on  trouvera  ■  dxd^pour 

premier  terme  de  ce  développement.  En  sorte  qu'en  posant 
l'égalité  convenable ,  on  conclura ,  comme  on  l'a  fait  dans  les 
cas  analogues ,  qu'elle  ne  peut  avoir  lieu  y  quelque  petits 
que  soient  les  accroissemens  dx  et  ây,  que  sous  la  condition 


dxdy 


=}/-+(0+(v)"' 


relation  de  laquelle  onx  déduit  Uz=iF{  x  ^  y)  par  une  double 
intégration. 

Il  faudra  donc  différentier  l'équation  de  la  surface  Z'r=f\Xyy\ 

àz  dz 

et  qui  donnere  dz  =  -r-  dx  +  —  dy ,  puis  reporter  les  va- 
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leurs  en  x  et  jr  des  coefficiens  ^ ,  -f  dans   Tcgalilé  ci-des- 

QX      ify  «  - 

SUS  ;  et  enfin  effectuer  la  double  intégration 


Nous  renverrons  toujours  pour  les  appUcations  k  h  seconde 
partie  de  cet  Ouvrage. 
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CHAPITEE    XXV. 

i)es  plus  grandes  et  des  rjjoindres  valeurs  des 
Jonctions  4e  plusieurs  variables. 

La  ttîsiiiictioii  tâu  maximum  d'avec  k  minimum  y  n'est  pas 
^ussi  facile  à  l'^^gard  des  fonctions  de  plusieurs  variables  qu'elle 
l'est  à  Pëgard  des  fonctions  d'une  seule  variable  >  quoiqu'elle 
repose  toujours  sur  les  mêmes  principes.  Cette  question  très^ 
importante  sera  le  sujet  de  ce  chapitre  qui  complettera  la  théorie 
4e8  plus  grands  et  des  moindres^ 

D'abord  à  l'égard  des  fonctions  de  deux  variables  ^  nous 
avons  vu  (  pag.  564  )  qu'en  désignant  par  a,  l'inclinaison  du 
plan  tangent  à  une  surface  j  sur  le  plan  des  xjr  ^  on  avait 
cette  expression  de  tang  «  ^ 

Si  donc  on  demande  les  plus  grandes  ou  les  moindres  or- 
données z  y  il  ^t  aisé  de  concevoir  qu'elles  ne  peuvent  repondre 
qu'aux  points  où  le  plan  tangent  devient  parallèle  à  celui 
des  yx  ;  donc  ^  en  ces  points ,  on  aura  tang  «  =  o  ^  et  par 
conséquent 


( 


dz  \»        /  dz\« 


condition  qui  emporte  celles-ci 

d^  à£ 
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«t  qui  sont  nécessaires  pour  que  1'ot>daatiëe  t  devienne  thi 
inaximum  ou  un  minimum. 

Ainsi  pour  qu'une  fonction  de  deux  variables  indépendantes^ 
devienne  maximum,  ou  minimum  ^  il  faut  que  ses  deux  coef« 
ficiens  différentiels  du  premier  ordre  y  l'un  relatif  à  la  diffé- 
rentielle partielle  de  la  fonction ,  prise  par  rapport  à  x^  l'autre 
relatif  à  la  différentielle  partielle  de  la  môme  fonction  ^  prise 
par'  rapport  à  j*,  soient  individuellement  nuls.  On  tirera  de 
ces  deux  conditions  les  seules  valeurs  de  x'ti  y  ^  par  les* 
quelles  la  fonction  propotéey(  x  ,y)  puisse  devenir  maximum 
ou  minimum. 

Mais  on  peut  rappeler  cette  question  à  celle  des  plus  grands 
et  des  moindres  des  fonctions  à  une  seule  variable,  et  trou- 
ver f  en  même  tems ,  les  conditions  nécessaires  pour  que  le  ma^ 
ximum  ou  le  minimum  ait  lieiu  En  effet,  U  étant  ^  au-lieu  de  r  , 
fonction  âex^y  ^  on  peut  supposer  qu'on  connaisse  déjà  la  va- 
leur de  X  qui  convient  s'oit  au  maximum  ,soit  au  minimum^ 
et  alors  il  reste  à  ct^iercher  le  maximum  ou  le  minimum  de  u 
relativement  à  Taut^e  variable  jr.  On  aura  donc  (  pag.  269  ) 

dii 

=  o....(i)^ 


et  pour  le  maximum 


et  pour  le  minimum^ 


àf 


d'il 


Si  donc  on  substitue  dans  u  la  valeor  de  y  tirée  de  (1}/ 
tt  deviendra  une  fonction  de  la  seule  variable  x,  et  cette 
fonction  sera  déjà  un  maximum  ou  un  minimum  relativement 
a  jr  :  il  n'y  au^j  Jq^^  pj^g  q^»j^  j^  rendre  encore  un  maximum 
ou  un  minimum  relativement  à  la  quantité  x  que  nous  avons 

26 
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regardée  comme  constante.  Or ,  y  Aant  une  fonction  âr  > 
laquelle  est  donnée  par  Péquation(i)^  il  faudra  dans  u-rrif^pc^y) 
tenir  compte  de  cette  circonstance  ^  et  exprimer  convenable- 
ment les  conditions 

di£  d*ïi    ^ 

relatives  a  Texistence  d'un  maximum  ou  d'un  minimum  d'un^ 
fonction  de  la  variable  x.  Or  on  a  (  chap.  Y  )    x 

du  du 


dx      •    -^       dj- 

d»w  d'u  ,      d»z/      .       ^    dzi 

uf  et  u^  étant  les  dérivées  première  et  seconde  ,  prises  noB« 

8eulement  par  rapport  à  la  variable  x  en  évidence  dans. .  •  • 

y^{x  j  y)  y  mais  encore  par  rapport  à  cette  variable  contena« 

du 
dans  y.  Mais  à  cause  de  -t —  =  o  ^  la  valenr  de  u^  se  réduit  à 

4r 

di/ 

--Ï —  f  et  conséquemment  la  condition  u'=io  ^  devient 

ûu 

dx  "~^ 

du 
Or-T — est  le  coefficient  de  la  différentielle  de  w,  prise  em 

regardant  y  comme  une  constante  :  donc et sont  les 

dy        dx 

mêmes  fonctions   que  nous  avions  désignées  plus   haut  par 

dr       dr        ,  , 

•j— >  -j —  i    de  sorte  qu  on  aura  pour  déterminer  x  et  y,  M 

deux  équations 

du  du 

dx         ^    ^X""^ 


^ 
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Il  faut  de  plus  qu'on  ail  w^  <  o  pour  le  maximum ,  et  ^  o  pour 

le  minimum  :  mais  à  cause  de  -r^  =  o ,  «^  se  réduit  à 
à*u  d*tt  d*M 

du 
et  comme  y  est  donné  par  -r—  =  o ,  le  coefficient  différent 

lielj^  le  sera  par 

d»tt      .      ,   d*M  j.  -     >  ^*«        d'M 

— — T — h  y  -1 —  =  ^f     d'où  y^g='^    .     ■     :^r^, 

les  deux  points  rappelant  un  quotient  :  la  substitution  de  cette 
valeur  dans  (5)  donnera  donc  cett/r  condition 

(d'il   Y 
dxdjj     V. 

-  <o....(6), 


do;*  d*a 


dj^ 
pour  le  maximum ,  et  celle-ci 

d'il  \dx  djrJ 

dx-  d'u        -^  ^'^' 

pour  le  minimum. 

Or  si  Ton  multiplie  le  premier  membre  de  Pinégalité  (6)  ^ 

négatif  pour  le  maximum ,  par  la  quantité  ,    négative     * 

dans  le  m4me  cas  ;  et  celui  de  l'inégalité  (7) ,.  positif  pour  la 

minimum ,  par  la  quantité  --r-^  positive  en  même  tems,  on 
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aura  deux  résultats  positifs  }  de  torte  cpie  la  con£tioS 

d^u    d*u        /  d'i/  Y^ 

sera  commane  au  masimutn  et  au  minifhum. 
Ainsi,  les  valeurs  de  x  et  de 7*1  tirées  dei 

du  ds 

dT"^'      V 

donneront  un  maximum  ou  un  minimum  ^  suivant  4{n'eDet 
rendront 

—  <oou>o, 

pourvu  qu'on  ait,  en  même  tems,  la  condition  (8}'|  laqadle 

exige  que  les  deux  fonctions  -j^>   ■  :        prennent  le  mémt 

signe  y  après  la  substitution  des  valeurs  de  s  eXjr» 
Si  donc^ 

d*K     d'il        /    d*ii    Y  ^      ^ 
dï^"dP~\d«lr  )  <^'*==^' 

il  n'y  aura  ni  maximum  ni  minimum  j  à  moins  que  les  coef* 

ficiens  différentiels    ■  ■  ^  ,      ;    ■     ne   disparaissent    en    même 

tcms  j  auquel  cas  le  jugement  dépendra  des  suivans  y  et  ainsi 
de  suite. 

Nous  appliquerons  ce  qui  vient  d'être  dit  à  la  solution  de 
quelques  questions* 

I**.  Trouver  la  plus  gourie  distante  enare  deux  lignes 
droites  données  de  position  dans  Pespace, 

L'analyse  dont  nous  allons  faire  usage  y  démontre  cette  pro- 
priété de  la  plus  courte  distance  p  d'être  eu  même  teim  ptr«- 
^endiculaire  aux  deux  droites  donnée». 
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Soient        *  ^ 

y  =  bz  +  fi,     r^i'Z  +  fifl""^'^' 

les  équations  des  deux  prdjeGtioos  verticales  d^  deux  droites 
données:  le  carré  de  U  distance  entre  deux  points  x^y^z^ 
X^  Yj  Z  pris  sur  ces  deux  droites ,  sera  ^  en  la  représentant 
par  nu  ,  « 

Il  faudra  donc  ,  d'après  la  règle ,  et  à  cause  de  Tindcpendanctt 
des  deux  variables  z  tl  Z  f  égaler  séparément  à  zéro ,  les  coef- 
ficiens  des  différentielles  de  au I  prises  Tune  par  rapport  kg, 
l'autre  par  rapport  à  Z*  On  «ura  donc  pour  déttmoincr  x  et  JZ 
ces  deux  conditions 

du 

-rj--  =  tf  (#  — «'4-ax  — a'Z)  +  6(iSr  — /8'  +  bz^b'Z) 

+  «  —  Z  s=i  o... .  .(3) , 

~=— a'(«-.«'4-«  — û'Z)— 6'(/8  — ^'  +  *r— i'Z) 

—  (z  — Z)  =  o,...(4). 

n  est  d'abord  facile  de  s'assurer  qod  ces  équations  répondent 
•u  minimum  ,  puisqu'on  a 

d'M  d*« 

■ 

d»w 
13^  =  -^'-"'-'' 

d'où  il  résulte  que 
d*u    d*u      /  i*u  \ 

'dr'àz*  "Kïnz) =(^'+*'+ «)(«'*+t'*+i)-(«'+ w+i)' 

ss:(a— «')»+ (^— i')»-|.(ai'— *«')»  >0a 


4o6  LEçoiff 

Pour  parvenir  à  la  propriété  énoncée  |  on  obseiYera  que  1« 
droite  minimum  devatit  passer  par  le  point  x ^  j^^  z)  X^Y^  Zi 
tes  équations  sont  de  la  forme 

et  par  la  substitution  des  valeurs  de  x^  jr,  X  et  Y  tirées  de  (i)^ 
elles  deviennent 


—  «'+  az  —  a'Z  =  aff(z  —  Z)  ^ 

—ft*+bz'—b'z=bff{z^z)  r-'-w» 


et  de  là  les  formules  (3)  et  (4)  se  réduisent  respectivement  à 

relations  desquelles  on  conclut  d'abord  (  Géoiji'  anafyt,  )  que  la 
droite  minimum  est  ^  en  méine  tenis  y  perpendiculaire  aux 
deux  droites  données  ^  et  on  en  tire^  en  second  lieu 


b'  -^b  ...  a  —  a' 

afb  —  ab' 


«'  =  — — -'    *"=-âTii^"--(7)-' 


Actuellement  si  on  résout  les  équations  (3)  et  (4)  par  rapport 
eux  inconnues  z  ci  Z  ^  on  obtiendra 

^_(afb  —  ab')  {(b—b'){a^^')  —  (a  —  a')(fi  —  ^')} 
'  {a—a')^  +  {b  —  b'y  +  (a'b  —  aù'j^ 

Mais  Tcxpressioii 

« 

de  la  plus  courte  distance ,   devient  en  vertu   des  formules 
(6)  et  (7),. 


*  / 
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et  en  y  sub&titaant  pour  z  — -  2r  sa   valeur  précédente  ^  on 
obtient 

f  ^  _  ^^)  (  et  —  a'  )  —  (  a  --  <i'  )  (  /8  —  ^M 


u 


résultat  conforme  à  celui  trouvé  (  Elém.  dAnafy,  géoméL  ]• 

a®.  Déterminer  la  route  la  plus  courte  pour  aller  dtun  point  à 
vn  autre  j  en  passant  par  un  plan  donné  de  position  par  rap^ 
fort  à  ces  deux  points. 

* 

Nous  prendrons  pour  plan  des  xjr  le  plan  donné,  et  pour 
celui  des  xz  le  plan  qui  passe  par  les  deux  points  donnés 
Jkf'  et  iftf^,  le  plan  des  x^  étant  toujours  perpendiculaire  au 
plan  des.  xy.  Les  coordonnées  des  points  donnés  M'  et  M'f  pig.  ^g, 
«ont  X,Yz=iOy  Z  •fX'j  T'  =  o ,  -Z'  et  celles  du  point  inconnu 
A^ sont  Xy  y  j  z  =  o.  On  a  donc  la  condition 


=  minimum. 

Commo  ici  les  variables  x  et  y  sont  indépendantes  ,  on  pren- 
dra les  différentielles  successivement  par  rapport  à  x  et  à  ^^ 
et  on  égalera  les  coefficiens  à  zéro ,  ce  qui  donnera  ces  deux 
équations  d«  condition  * 

\/p  Vp' 

\  VT  é  tan  l  =  V{x  —  XY  +^»+  Z», 

et  VT'  étant  =  v/(x  —  X')»  +  j' -{- Z'\  Pour  que  la  der- 
nière équation  soit  satisfaite ,  il  faut  qu'on  ait  ^  =  o  :.  ainsi 
k  route  la  plus  courte  est  if 'iV' +  A^' A/",  ç'est-à-dire,  qu'clU 
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est  toute  entière  dans  un  plan  passant  par  les  deax  points 
donnés  y  et  perpendiculaire  à  celui  par  lequel  on  doit  passer, 
et  alors  l'avant -dernière  équatioii  se  réduit  à 


or 


X  —  X 


et 


=:C0$A/'iV'>^, 


=  QoiM^N'Xt 


donc  les  deux  droites  M'N',  N'M^  font  le  même  angle  avec 
le  plan  x^^  ou  avec  la  perpendiculaire  N'R  à  ce  plan. 

Ainsi  la  plus  courte  dislance  d'un  point  à  un  autre  ^  en  pas* 
tant  par  une  surface  courbe ,  est  une  ligne  brisée  située  dans 
un  plan  normal  à  cet(e  surface  courbe^  et  passant  par  les  deux 
points. 

La  solution  du  problème  suivant  est  due  à  M,  '  Puissani , 
qui  Ta  donnée  dans  son  excellent  ouvrage  ajrant  pour  titre: 
Recueil  dû  diverses  propositions  de  Géométrie ,  etc. 

3^.  Déterminer  la  plus  courte  distance  de  deu;c  points  mobiles 
dont  on  connaît  les  positions  initiales,  et  gui  se  meuvent 
uniformément  s^r  deux  droites  données  de  position  dans 
Vespace. 

Fk.  5o.  Prenons  pour  plan  des  xy  un  plan  qui  contienne  l'une  des 
droites  données  |  et  qui  soit  ,  en  même  tems  j  parallèle 
à  l'autre ,  et  pour  plan  des  xz  celni  qui  passe  par  cette  autre 
droite,  et  qui  soit  en  outre  perpendiculaire  au  plan  des  xy* 
Soient  maintenant  MM',  mm!  les  droites  données  dont  U 
içcopde  est  parallèle  à  l'axe  AX^ 
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L'origine  des  coordonnées  étant  en  ^^  les  équations  de  MM' 

•ont 

jr  =  — X  tang  9.  +  é  ,     jp  =  o, 

^    étant   l'angle  MKA  ^  et  h  désignant  AO  )   celles  de  U 
droite  mm' ^  sont 

Z  =  ^m  étant  l'ordonnée  constante  de  tous  les  poînts  de  la 
droite  mm'.  Supposons  que  les  points  mobiles  se  trouvant  ac<* 
luellemcnt  }  l'un  en  M  dont  les  coordonnées  connues  sont 
t  et  /d  9  et  l'autre  en  m  sur  l'axe  desz^  se  meuvent  de  Af 
vers/iCy  et  de  m  vers  m^,  avec  des  vitesses  uniformes  dam 
}t  rapport  de  ^  à  /^.  Alors  si  M'mf  est  la  plus  courte  dis- 
tance à  laquelle  se  trouveront  ces  mobiles,  que  les  coordon** 
aées  du  point  M'  soient  of  ^  0  ^  et  que  celles  du  point  m' 
soient  X  et  J?  :  ou  aura  ,  en  général , 

Mais  les  espaces  parcourus  MM'  mjn\  étant  entre  eux  conam^ 

les  viicsses  ^  et  ;? ,  on  a  MM'  =  -^ —  ^  en  observant  que  la 

longueur  mm.'  =  X  ^  or  l'angle  formé  par  la  droite  MM' 
avec  Taxe  des  Xj  étant  9^   on  a 

AP'  =  -r^P  +P/^'  ^AP^pM'  =  AP^  MAP  cos^  , 

M'P'  =  Afi>  —  pMn^MP—  MM'  s!n>  ; 

c'est*à-dire  ^  en  désignant  par  a  et  ff  les  coordonnées  connues 
du  point  M , 

«'=:a-4 '- — cos©,     /T:^/!— sin  o. 

P  P 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  u,  et  qu'on  égale  à  zéro 

la   difFércnliclle  de   cette    expression  prise  par  rapport  à  X, 

en  observant  que  l'ordonnée  Z  est  constante  ^   on  obtiendra 


4io  Leçons 

une  équation  de  laquelle   on  tirera 


X= 


«  (  P*  —  p^  cos  (p  )  -f-  $pq  sin,^ 


ou  bien 

Y_  P    ^      «(>— 7cos(p)+^7sin(p 

r  r 

en  posant)  pour  abréger^  r*  =:p*  +  ^— 2/7^  cos  <p. 

Cette  Valeur  de  X  reportée  dans  les  expressions  de  «'  et  C  | 
fera  connaître  la  seconde  extrémité  AT  de  la  plus  courte  dis- 
tance. 

La  valeur  de  r  peut  être  construile  très-simplement  ;  car  y 
elle  représente  la  base  d'un  triangle  dont  les  deux  autres  côtéi 
formant  Tangle  9,  sont  p  et  ^.  Si  donc,  par  un  point  quel- 
conque G  de  la  droite  MM'j  on  mène  GF  parallèle  à  mm', 
et  que  l'on  prenne  GF  de  manière  que  MG  et  GF  soient  dam 
le  rapport  de  q  à  p  ^  la  ligne  MF  sera  la  valeur  de  r.  Il  suil 
delà  qu'en  prolongeant  ATFy  et  faisant 

j^j. ig(p  —  ^/cos^j-f/fl^  sin  (p 

r 

la  droite  KM' ,  menée  parallèlement  à  FG ,  sera  X  5  et  il  est 
remarquable  que  la  droite  mK  sera  perpendiculaire  à  J//^,  et 
égale  à  la  plus  courte  distance  cherchée.  Or  si  cette  circons- 
tance a  lieu  y  il  faut  que  la  droite  AK  qui  esC  la  projection 
horisontale  de  mK  ^  soit  elle-même  perpendiculaire  à  MF ^  pro- 
priété qu^il  est  facile  de  prouver.  En  effet 

.,-n  n— «iii^        „.r^^  p— <ycos(p 
lin  u  s=  ■  •      cos  U  c=  —— — . 

r       '  r  ' 

en  tenant  compte  de  la  valeur  de  r'  ^  par  suite 

DP  =  £l£Z:lf2!li,   DM^-IL^,   AD^DP-., 

9  sm  9  q  SHi  9 
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cl  sî  j^R  n*est  pas  perpendiculaire  à  DM,  soit  jir  celle  per- 
pendiculaire :  on  trouvera  que 

\       ^  sm  <p  y  \  r  y 

€t  ensuite  ^  on  aura 

donc  jf//î  =  ilfr  :  donc  AH  et  iwR  sont  réellement  perpen- 
diculaires à  MD* 

Au  surplus  ,  ajoute  M.  Puissant  y  on  reconnaît  sur-le-champ 
cette  vérité ,  parce  qu'en  général  mF  mesure  la  distance  des 
deux  mobiles  :  en  effet ,  lorsque  le  premier  M  est  arrivé  en  G, 
le  second  M  a  parcouru  ,  sur  mm' y  un  espace  ni§  =  GF',  la 
figure  mFGg  est  donc  un  parallélogramme  ,  el  puisque  de 
toutes  les  droites  mF  menées  du  point  m  à  la  droite  MD, 
la  plus  courte  est  la  perpendiculaire  AR,  celle-ci  est  nécessai- 
rement la  plus  courte  distance  cherchée. 

Par  le  choix  qu'on  a  fait  des  plans  coordonnés  ^  cette  ques- 
tion est  ramenée  à  la  recherche  djxminimum.  d'une  expression 
d'une  seule  variable.  , 

La  recherche  des  équations  de  la  normale^  en  un  point  x,y,  z 
d'un^  surface  courbe  y  revient  à  celle  de  la  plus  courte  ligne 
qu'on  puisse  mener  d'un  point  de  l'espace  à  la  surface.  Or  la 
distance  du  point  p,  q,  s  de  l'espace  au  point  x^y^z  de  la 
surface;  est 

\/\p—x)'''Ar{i]—yy^{s  —  zy  =w, 

et  si  l'on  différenlie  celte  expression  ,  d'abord  suivant  x , 
puis  suivant  j^- ,  et  qu'on  égale  les  coefficiens  à  zéro,  on  ob- 
^'cndra  ces  deux  équations  .des  projections  de  la  normale  p 
savoir  : 
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dr 
p_x  +  (5— x)  — =o, 

dr 

trouvées  (  pag.  363  )  ^  et   on  s'assnreri  qu'elles  satisfont  à  1% 
condilion  du  minimum. 

Considérons  une  fonction  d'un  nombre  quelconque  de  ra- 
riables,  et  soit 

u=:f{xj  y,Zf  /,  etc.): 

si  on  suppose  que  Ifs  Tariables  indépendantes  x  ^  yj  £j  etc. 
aient  déjà  les  valeurs  qui  conviennent  soit  au  maximum, 
soit  au  minimum,  il  faudra  qu'en  écrivant  xdb<  pour  s, 
Jfdzk  pour  y  ^z  ±  h  pour  z  ^  t±l  pour  / ,  etc. ,  la  fonction 
variée  soit  toujours  plus  petite  dans  le  cas  du  maximum^  et 
toujours  plus  grande  dans  le  cas  du  minimum,  que  la  fonc- 
tion donnée  ^  quelque  petits  que'  soient  les  accroissemens 
i,  k,  h  ,  l^  etc. 
Le  développement  de  la  fonction  variée  |  serm 

/(^»J^f ';^  etc.) 
±  Ai   ±Bk  ±Ch±.Dl±tic, 
+  AU^  +  B'ik  4-      Oih  +etc, 
±  Ah''  ±BH-k±     CH-h  ±:  etc. 

Donc  il  faudra  qu'on  ait  pour  le  maximum 

«t  pour  le  minimum 

/(j::±:î,r=2^*>«tc.)~/(a:,y,etc.  )  >oî 
w,  comme  ces  conditions  doivent  ayoir  iica  ponr  des  valturt 
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de  ij  kj  Ij  etc.,  aussi  petites  qu*on  voudra^  il  est  nécessaire 
que  la  ligne  des  premières  puissances  des  accroissemens  ,  dis- 
paraisse \  c'est  ce  dont  on  se  rendra  facilement  raison  ,  eu 
obseryant  qu'on  j^t  prendre  les  accroissemens  égaux  entre 
eux  y  et  conséquemment  supposer  cb^icun  d'eux  égal  à  i^  ea 
sorte  que  par  une  très-petite  valeur  de  /,  la  première  ligne 
-  donnera  son  signe  au  développement  :  elle  doit  donc  être 
nalle  ^  et|  à  cause  de  l'indépendance  des  variables,  il  faut  qu'on 
ait  séparément 

Jl=::Of     BssOf     C=o,     Z>='0|  etc., 

c'est-à-dire , 

du  du  du  du 

-r-  =  o,     -5— =o,     -7— =0,     — p-  =  o,etc. 

dx  4r  dz  ^       dt  ' 

En  effet,  en  ne  considérant  d'abord  qu'une  fonctioA  de  trois 
Yariables 

* 

si  on  suppose  qu'on  connaisse  déjà  les  valeurs  de  :r  et  j*  pro-^ 
près  au  maximum  ou  au  minimum  ,  on  aura  pour  i'qn  et 
l'autre  cas ,  la  condition 

du 

dr=^^ 

d'où  on  déduira  z  en  fonction  des  deux  autres  variables  x  ety  ; 
et  imaginant  qu'on  ait  remplacé  z  par  cette  fonction ,  les  deux 
conditions 

» 

du  du 

,dx  *^     '      d;^ 


o,     •:r-  =  o; 


relatives  à  l'existence  d'un  maximum  ou  d'un  minimum  dans 
le  cas  des  fonction  de  deux  variables ,  devront  se  traduire 


.  ^ 
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ainsi  i 


du         du 

dr 

«la;         ûz 
du         du 

àr  "•■  «îr 

da; 

=  0, 

dont  la  première  est  la  différentielle  d'une  fonction  de  deux 
variables  x  ei  z  ^  z  étant  fonction  de  x  ;  et  la  secon4e  la  dif^ 
férentielle  d'une    fonction  de  deux  variables  ^.  et  z  ^  z  étant 

fonction  de  y  :  or  à  cause  de  -r —  =  o .  ces  deux  conditions 

^  dz 

se  réduisent  à  celles-ci 

du  du 

•  dx  '       4x  """    ' 

On  étendrait  de  proche  en  proche  cette  analyse  à  une  fonc- 
tion d'un  nombre  quelconque  de  variables  ^  et  on  serait  ramené 
aux  conditions  énoncées  plus  haut^ 

H  jr  a ,  en  particulier  y  minimum  ou  maximum  j  selon  que 
la  som^e 

A'i^  +  B'ik  +  Cih  +  etc. 

est  positive  ou  négative  y  ce  qui  est  analogue  à  ce  qu'on  a 
démontré  (  pag.  269  )  à  l'égard  des  fonctions  d'une  seule  va- 
riable. Mais  la  diiBculté  consiste  ici  à  assigner  les  conditions 
générales  qui  rendent  une  telle  quantité  positive  ou  négatfre* 
Soit^  à  cet  effet, 

Vz=:Ki^+Li  +  Mj 

oïl  K'=z  A'f  L  désigne  la  somme  des  coefficiens  de  i,  et  M 
celle  de  tous  les  termes  sans  i  ^  la  fonction  F  pourra  être 
mise  sous  la  forme 


t>K  CaLCUKi   BlFFÉREIfTlEIt.  '^{g 


-,        3f         L 
tn  posant  r^  =  -z^  — 


Qr  f  renfefmant  tous  les  produits  de  deux  dimensions  des 
•ccroissemens  I  à  l'exception  de  ij  si  on  rassemble  les  termes 
de  A:*,  A ,  dont  on  désignera  les  coefïïciens  par  R'  et  Z', 
cl  qu'on  représente  par  M'  la  somme  des  autres  termes  qui 
ne  contiendront  plus  i  tX  k  y  on  aura 

qu*on  pouiTa  mettre  aussi  sous  cette  forme 

en  posant  V?  =  -— — -•    En  ordonnant  de  même  V^ 

par  rapport  aux  puissances  de  ^  ,  et  notant  les  coeHiciens  par 
Z",  A  'fy  et  par  M"  la  somme  des  autres  termes  qui  ne  contien- 
dront plus  ij  k  et  h  y  on  aura 

r'»  désignant  — T^T^*    ^^°"  ""  ^^^^^  ^^  nombre  des 

variablfs,  f  ("— 0  ne  renfermera  plus  qu'un  seul  accroissement, 
et  terminera  la  série  de  f ,  V\... 

Maintenant  posons  le  cas  de  u  mùnmum  :  il  faut  alors  que 
la  quantité  F  soit  toujours  positive,  ce  qui  se  réduit  à  dire 
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M         L* 

que  chacune  des  quantités  K^  — ^         doit  être  positive  5 

car  le  carré  T  i  H —  j   est  essentiellement  positif  :  on  doit 

donc  avoir 

X>o,  et_-.^^>o, 

et  on  peut  observer  que  ces  conditions  sont  précisément  cellef 
qui. rendent  imaginaires  les  racines  de  Pëquation 

ICi*  +  Li  +  M  =  o. 

M         L* 

Mais  la  quantité  -p ■■■        ^    ou  son  égale   F'  ne  peut 

devenir  positive ,  à  moins  qu'on  ait  ^  en  même  tems  ^ 


conditions  qui  rendent  imaginaires  les  racines  de 

a:' A*  -f-  L'A  +  Jtf '  =  o* 

On  trouvera  entore  que  pour  rendre  la  quantité  -^ -— , 

ou  son  égale   V^  positive ,  it  faut  qu'on  ait 

a:^>o,  et-— .— 


A//        4A"»^T' 
ou  que  les  racines  de 

m 

•oient  imaginaires^  et  ainsi  de  suite. 
Si  U  fonction  devait  être  un  maximum  y  il  faudrait  qncr 
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la  quantité    V  fût  négative;  c'est-à-dire,  qu'on  eût 

/iC<o,     et  — — -^^><x^     ouf''>os 

ainsi  ce  cas  ne  diffère  du  précédent  que  par  le  signe  de  la  seul^ 
quantité  K» 

Si  dans  la  prennière  énonciation  de  la  valeur  de  f ,  qui 
<X)nlient  V  ^  on  substitue  celle  de  V  qui  coLtient  f'',  dans 
celle-ci  la  valeur  de  V^l  en  F'" ,  et  ainsi  de  suite ,  on  aura 

qu^oa'  peut  mettre  sous  la  forme 

^=tf«»+  i^'-f-  cy'4-  etc. 

Dans  le  cas  du  minimum ,  les  cocfiiciens  K^  K'^yK^I^  etc. y 
et  conséquemment  ceux-ci  a ,  h ,  c  ^  etc.  sont  positifs  ;  dans 
celui  du  maximum  ,  la  seule  quantité  K  est  négative  ,  en 
sorte  que  les  cocfficicns  a,  h  ,  c,  etc.,  sont  négatifs. 

Si  les  termes  du  second  ordre  étaient  nuls,  il  faudrait,  pour 
l'existence  soit  du  minimum, ,  soit  du  maximum ,  que  ceux 
du  troisième  ordre  fussent  nuls  aussi ,  et  que  la  coUectioa 
clés  termes  du  quatrième  ordre  fût  positive  dans  le  premier 
cas ,  et  négative  dans  le  second  :  il  faudrait  donc  chercher 
\^  conditions  qui  rendraient  positif  ou  négatif  un  pol^ome 

tel  que 

Jtmi!,  ^  Bmf^p  ^  etc.  ; 

mais  PappVication  de  la  méthode  générale  à  ce  cas,  serait  sujette 
à  des  difficultés  de  calcul  qui  pourraient  la  ren^e  impraticable  ^ 
•t  c'est  là|  dit  M.  Lagrangc ,  dans  les  Fondions  analytiques  , 
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un  problème  dont  il  serait  à  désirer  qu'on  p&t  aroir  une  sola-^ 

tion  coinplette. 

Lorsque  la  fonction  proposée  ne  renferme  qae  les  deux 
rariables  x  et  j^  ^  les  termes  de  deux  dimensions  par  rapport 
auj  accroissemens  ;  se  réduisent  à 

On  a  donc,  dans  cette  hypothèse,  M=  C'A*,  L*  =  B'*k*p 
K  =  A'y  et  consëquemment 

Ainsi  les  conditions  correspondantes  au  minimum ,  sont 

'^'>°'ZF~TjF>°'    d'où   4^'C'~B">o, 

dont  la  seconde  ne  peut  avoir  lieu^  à  moins  qu'on  ait  aussi 
O  "^o.  Ces  conditions  traduites  en  coefiiciens  différentiels  ^ 
deviennent 

d*ii  dVi      d'il         /    d*u    \t  d^u 

On  trouverait  pour  conditions  du  maximum  y 

d*tt  d^u      d*tt         /    d»K    \»  d*u 

d]F<'''    d?"' 4^""Vdrd5r>)  >*"'  IF'^''' 

Telles  sont^  en  effet,  les  conclusions  auxquelles  nous  sommea 
arrivés  (pag.  4^4)* 

On  pourra  s'exercer  à  rechercher  si  la  fonction 

u  =ax*  —  baj  4"  ^^^  +  ^^ 
admet  une  plus  grande  ou  une  plus  petite  valeur. 
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Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  les  variables  qui  entraient 
dans  la  fonction 

étaient  tontes  indépendantes }  mais  il  peut  arriver  qu'il  j  ait 
entre  elles  une  ou  plusieurs  relations  données^  alors  il  faut 
commencer  par  éliminer  de  la  fonction  proposée,  au  moyen 
de  ces  équations  de  condition  ,  le  même  nombre  de  variables  ^ 
puis  chercher ,  par  rapport  aux  variables  qui  restent ,  les  con- 
ditions du  maximum  et  du  minimum.  On  observera  que  si 
la  fonction  proposée  contient  un  nombre  m  de  variables  ^  le 
nombre  des  équations  de  condition  ne  peut  eicéder  m  —  i } 
mais  il  peut  être  moindre. 

Faisons  une  application  à  cette  question. 

• 

Parmi  tous  les  paraUélipipèdes  recianglea  qui  ont  même 

volume  j  trouver  celui  dont  la  surface  totale  est  un  minimum. 

Soient  x^  y  y  z,  les  trois  arêtes  d'un  même  angle  solide  da 
paraliélipipède  rectangle  cherché ,  et  a^  sa  solidité:  on  aura 

2  x^  -f-  a  «z  -}-  2jrz  =:  if  =  minimum  | 

et  pour  équation  de  condition  ^ 

xjrz  =  a\ 

Nous  déduirons  de  celle-ci 

^ 

dont  la  substitution  dans  u  donnera 

,     ao^    ,    ne? 
tt=2Xjr-{ 1 ; 

jr  X 

mais  à  raison  des  deux  conditions 

du       \        du 


OU  aura 


2  a'  20'     '       . 


d'où  on  conclut 
«t  conséquemment 


û. 


Maintenant  y  il  s'agit  de  vérifier  si  la.  substitution  de  ces 
valeurs  en  place  de  x  y  jr  ^  z  dans  w  ,  rend  celte  fonction 
maximum^OM  minimum^  Ou  doit  avoir  ^  en  même  tems^  dans 
ce  dernier  cas  ^ 

d'il  d'il  d'il      d'il         /    d'il    \» 

/      "di*"  '     dj-*         ^  *     do:'  '  d^*  ""Vdxdyy/  * 

Or,  dans  notre  exemple , 

d'M  4û^       N  d'il  .    4û'         .    .      <î'" 

do:*         ^    x^    —  r4,   j^a  — -î-    ^3    — /^"^'dxdj 

donc   la  dernière  relation  est   satisfaite,   puisqu'elle  devient ^ 
par  ces  substitutions  y 

d^K    .  d*i/         /    d'w    \»  tf        ,  ^ 

■di^ •  ir  "■  vii3rd7;  =^«-4>o. 

]^^ous  proposerons  encore  comme  applications  de  la  méthode 
ces  deux  questions  :  ^ 

2**.  Parmi  tous  les  cônes  droits  de  même  solidité  ^  déter^ 
miner  celui  dont  la  surface  totale  est  un  minimum , 

a^  Parmi  tous  Us  cônes  dmits  de  même  surface ,  assigner, 
celui  qui  a  le  maximum  Ou  le  miaimuni  de  solidité. 

Nous  indiquerons  ici  une  abréviation  de  calcul  qu'il  est  bon 
d^ employer  dans  le  cas  où  ou  a  des  équations  de  condition^ 
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Soit  une  fonction 

qui  doit  devenir  un  maximum  ou  un  minimum^  et  soient, 
en  même  tems  ;  ces  deux  équations  de  condition  , 

on  obtient  f  par  la  diffërentialion  , 

(1) du=  X6x  +   Yây   +  Z  âz  +   Tde, 

(a) o=r(A')dar  4-  {V)dy  +  fZ)6z  +  {T)dty 

(3) '    o  ==  [X|dx  +  [r]6y  +  lZ]dz  +  lT]di, 

X,  y...  (X),  (F)...  [^]>[î^]»««  désignant  des  cocflicîcns 
différentiels.  Si  des  équations  (a)  et  (5),  on  tire  dz  et  dl  pour 
les  substituer  dans  (i),  on  aura  ^  après  les  réductions, 

du  =  Mdx  +  Ndj  , 

M  t\  N  étant  des  fonctions  de  Xy  y,  z.  Mais  les  conditions 

du  du 

1^  =  "'  -57=°^ 


•^ 


deviennent ,  dans  ces  cas^ 

(R) M=Oy    N=o .(S) 

On  a  donc  les  quatre  équations  (P;,  (Q),  {R) ,  (S)  pour  dé- 
terminer les  inconnues  x  y  y ,  z  ci  t  y  dont  l'^s  valeurs  substi- 
tuées dans  la  proposée,  en  font  un  maximum  ou  un  minimum, 
et  on  reconnaît  ensuite,  à  Faide  des  caractères  donnes,  s'il  y 
a  maximum  ou  minimum. 

On  rencontre  aussi  dans  les  fonctions  de  deux  ou  de  plu- 
sieurs variables  des  maxima  et  des  minima  ,  pour  lesc|ucls 
les  coeûiciens  différentiels  prennent  des  valeurs  inEnies^  comm« 


/ 
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on  l'a  vu  (  pag.  2279 ,  280  )  à  l'égard  des  fonctions  d'ane  seule 
variable.  Soit^  par  exemple^ 

pour  toutes  les  valeurs  données  aux  variables  indépendantes 
X  et  ^  ;  on  obtiendra  pour  u  des  valeurs  plus  petites  que 
celles  qui  résultent  de  la  supposition  x  =  o ,  ^  =  o ,  pour  la- 
quelle ur=z  b  :  cette  dernière  valeur  de  u  est  donc  un  véri- 
table maximum  :  cependant  les  coefficiens  différentiels 

du  ^x  du  2r 


deviennent  f  pour  x=zo ,  y  =0.  Dans  d'autres  cas ,  les 
coefficiens  différentiels  deviendraient  nuls  ou  infinis.  Dans 
cet  exemple  I  les  substitutions  o  -{-  i  pour  x  et  o  -|-  ib  pour  j^| 
donnant 

«'-»  =  -(£» +  A«)V, 

et  cette  quantité  conservant  le  même  signe ,  quelque  petits 
que  soient  les  accroissemens  i  et  ^,  on  conclut  que  pour  x  =  0y 
jr  =  o  y  la  fonction  proposée  est  un  maximum.  En  général , 
xi^Uy  yznbj  zz=z'Cy  étant  des  valeurs  qui  mettent  le  déve- 
loppement en  défaut,  si  ces  valeurs  doivent  correspondre  à  un 
maximum  ou  à  un  minimum  de  la  fonc^on  u,  il  faut  qu'sprès 
les  substitutions  j:  =  a±:i,^  =  ô:tiAr,  z  s^  c  ±h ,  etc, , 
la  fonction  u'  soit  toujours  moindre  ou  toujours  plus  grande 
que  u  j  quelque  petits  que  soient  les  accroissemens  i ,  k^h^  ctc* 


* 
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Sun  i^E  Chapitre  II. 

M.  PomoN  a  donné ,  dans  le  troiaième  numéro  de  la  Comspênâajv 
tur  t École  Polytechnique^  une  démonstration  du  théorème  de  Tajrlor  g 
que  nous  allons  rapporter. 

Soit  fx  une  fonction  quelconque  de  a*  ^  je  substitue  x  ^  i  h  la  place 
de  X,  le  premier  terme  du  développement  sera  évidemment yW, et  le  dére- 
loppement  entier  pourra  être  représenté  par 

il  y  bj  Cf  « ,  ete.  j  étant  une  suite  croissante  d^exposans  indéterminés ,  et 
Py  Qf  Ây  Sj  etc. ,  étant  des  fonctions  de  x ,  dont  la  forme  dépend  de  la 
fonction  proposée  yk. 

Nous  prouTcrons  d'^abord  que  Texposant  a  est  nécessairement  égal  k  Funité» 
En  effet  y  mettons  dans  k  déyeloppement ,  9  <  à  la  place  de  1 1  et  nous 
aurons 

f(x  -4.  -ï  i  )  =r/x  +  a*P»*  +  a^Çi*  ^  o^^RiT  +  etc. 

Si ,  dans  le  mépae  déreloppement ,  nous  changeons  x  en  x  4-  < ,  nous  aurons 
im  second  développement  de  /\x  -I-  f  ) ,  Icqi^l ,  en  se  bornant  aux  deux 
premiers  termes,  sera 

/(x  ^  ai)  =r>!r  +  a/>i*  +  etc. 

Ceê  dena  déreloppemens  devant  être  identiques,  il  frudra  que  le  coeffi- 
cient de  f^  dans  Tun  soit  ^;al  au  coefficient  de  t"  dans  Pantrc  |  ç'est-^r 
4ire ,  qu'on  ait 

9P  =  a*P,    d'où    «  =  *, 
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Cette  eonèlusion  a  Hru  quelle  que  soit  la  fonction  désignée  par  fx  :  al^ 
par  exemple  ,  cette  fonction  était  x*"  ,  on  aurait 

{x^iY  ■=:  :r'"  4- Pi -*- etc.  ; 

Biais  ,  dai)<  ce  cas  ,  P  serait  de  la  forme  Ax^"^^  ^  A  étant  un  nombre  doni 
la  \aicur  -cpcDd  de  celle  de  Tcxpôsant  m;  car  si  Ton  divise  par  x"*,  et 

qu'on  fasse  —  =  j^ ,  on  aura 

P 

X 

et  comme  la  fonction  non  développée  ne  renferme  plus  la  variable  a* ,  le 

développement  ordonné  suivant  y ,  ue  doit  renfermer  x  dans  aucun  de  an 

termes  j  donc  P  doit  tïtre  de    la  forme  v/x"*""'.  On  est  donc  assuré  m» 
les  deux  premiers  termes  du  développement  de  (x  +  i)"*  sont 


• 


(2r  +  «r  =  *''"+^-^'"~*'-*-  ««^ (^) 


tt  de  plus ,  on  sait  que  ,  pour  ni  im  nombre  entier  positif,  A  zz.  m^  Celt* 
ïeiiîurque  >;crvi*-a  duns  la  suite  de   la  démonstration. 

il  Lut  mninicuaut  déterminer  les  autres  exposaus  ItfO,  e,  etc. ,  cl  assi- 
gner Lt  loi  suivant  laquelle  les  fonctions  Py  Q^  R ,  S ,  etc. ,  se  déduîseztt 
les  unes  du»  aaties. 

A  cet  erfirt,  supposons  que  dans  l'identité  (il/)  qui  doit  avoir  lieu  pour 
toutes  les  "valours  de  -r  ^  cette  variable  devienne  x  -h  h  y  et  rGprésenioii& 
par  />,  q,  r,  etc.,  ce  que  deviennent  alors  les  fonctions  P  ,  (),  /{,  Sj  elc<, 
«u  sorte  que  l'identité  (J/)  devient 

/(a: ^-  i  -4-  A)  =  /  (  j:  Hr  /*)  +  />/  +  ^i**  +  n    +  ii'  -*-  etc. 

comme    elle  a  aussi  lien  pour  toutes  les  valeurs    de  e,  on  peut  suppoccr 
que  I   s'y  cbange  en  t  4-  ^ ,    ce  qui    donne  un  secoud  déyeLoppea^iit  de 
y(x  -^^  i  -^  h)  ,  savoir  : 

I 

f{T^i-hh)^jx^-p{iJ^h)-hQ(j'hh)^'^nii'hhy4^s{i'^hy-¥-cic. 

Ces  doux  développeraens  de  _f(r -h  i -h  h)  devant  être  identiques,  si  on 
les  ordonne  tous  deux  par  rapport  aux  puissances  de  A ,  il  faudia  i**.  que 
la  «Qounc  des  termes  iQdép<;nduu5  de  h,  daas  le  premier  déreloppemeni^ 
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0OU  égale  à  la  somme  des  termes  indépendam  de  h  dans  le  second  dév'c- 
loppement  ;  a°*  que  la  somme  des  termes  multipliés  par  h  dans  le  premier 
déreloppement  »  soit  égkle  à  la  somme  des  terhies  miiliipliés  par  h  di'AS  \b 
secoqd ,  et  qu'il  eu  soit  de  mArac  des  coefSciens  des  raAni«»s  puissances  de  h^ 
La  considération  des  termes  multipliés  par  h ,  suflit  pour  déterminer  let 
cxposans  6 ,  c ,  e ,  etc. 

Il  est  facile  d'ord»nner  le»  ^eux  dévcloppemeris  de  /(at -»-/-♦-  A)  ,  en 
se  boi'nant  aux  deux  premiers  termes.  D'abord ,  dans  le  premier  »  oii  a  . 

/(x  H- ^)  ra/x -I-  P^ -t-  etc. , 

puisqu*ll  ne  fiiut  que  changer  i  en  A  c|ans  {M),  De  plus,  on  peut  supposer 

^  =  P  îi-  P'A  4-  etc. ,  7  ï=  ()  +  Q'Ii  -♦-  etc. ,   ^r  =  7Î  +  TTA  -4-  etîc  , 

*  ==  ^y  H-  S*h  H-  etc., 

puisque  />,  q  ^  r,  #,  f ,  etc. ,  sont  des  fonctions  de  x-^-hj  dont  les  fonc- 
tions primitives  sont  P,  Q^  HyS^  T,  etc.^  alors  le  premier  développe- 
ment prend  cette  forme 

/(t  4-  i  4-  ^)  =  /x  +  Pi  4-  Qi^  -h  Ri"  4-  Sr  4-  etc. 
-+.  A(P  -+-  P'i  +  Q'i^  +  /îr  4-  SU' 4-  eu.  ) 

Ponr  ordonner  de  même  le  second  développement ,  suivant  les  puissaneei 

de  h,  il  ne  s'itgit  que  de  développer  les  puissances  de  '* "4-/^)  ,  (/-f-^)  ,  etc., 
en  se  bornant  aux  deux  premier»  termes,  les  seuls  nccessaiics  pour  Tobjet 
qu^on  a  en  vue.  Or,  en  vertu  de  l'ifleniité  (^),  on  ^ 

(«  +  hf  =  i''  H-  Bi*-^'  h  4-  etc.  ,     (t  4-  ft)"^  =  I*  4-  Ci"""  h  4-  etc. , 
(i  4- A)«  =  i*  4- £**— /i -4- etc. , 

B  ,  C  t  E  j  etc. ,  étant  des  nombres  qui  seront  déterminés  quand  les  expô- 
sam  b  y  c,  e ,  etc. ,  seront  connus.  Le  second  développemtnt  dey  (x4-  i4- A) 
deviendra  donc 

/(j:4-i  +  A)  T=/x -f  P/ -f  (>*'' -f  7?**  4- *y/*  +  eic. 

4-  /i  (P  4-  J5()i^-'  4-  C^x*^"'  4-  E^i^-'  4-  etc.  ) 

Egalant  entre  e^lx  les  facteurs  de  h  ,  et  supprimant  le  premier  terme  P  de 


F — ■ 
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part  et  dTantre ,  on  aurt 

Or,  cette  ^dité  derant  aroir  liea  pour  toutes  les  Taleun  de  i,  il  ûittt 
qu^on  ait,  i*. 

^  —  isriy    «  —  i=6y    •—  iscy    eto. , 

ou  bien 

5  =  a,     c=r3,     c=:4,/=5,     etc., 

•t  tcom^quenunent I  en  obsenrant  que  jB,  Cy  E^  etc«,  font  les  ooefficîena 
numériques  des  seconds  termes  des  dëTeloppcmeos  («4- A}* ,  (t  4"  ^V  f 
(i  +  A)<i  etc., 

Bssa,    C  =  5,    iE:  =  4,    jP  =  5,  etc.; 
et  ao. 

P'=aO,    Ç'sS/l,    i?'=45,    «r  =  5r,  etc., 

d'oh 

0= •    Rsz—f     Jss— —>     r=---felc, 

•  3  45 

La  premi^  condition  est  nécessaire  pour  que  les  deox  membres  de  Téqoa- 
tîpn  (G)  soient  composés  de  termes  semblables  qui  puissent  se  détruire, 
et  réciproquement ,  la  seconde  condition  exprime  que  ces  termes  semblables 
se  détruisent  en  eflet.  On  remarquera  qu^on  aurait  pn  poser,  par  exemfJc, 
QU^  =r  ESi*"^* ,  parce  qu'on  aurait  en  d*abord  «  —  i  =  à  ,  d'où  e  =  5  , 

Q' 

ensuite^  à  cause  de   £=:  5,  on  ao  ait  trouvé  4^  =:—-— 9   en  sorte   que 

5 

le  terme  Si*  aurait  pris  la  pLice  Je   Ili<^. 

On  Yoit  donc  que  de  la  même  manière  que  P  dérive  àt  fx ,  Q  dérive 
de  Py  puisque  Q  est  aussi  le  coefficient  de  la  première  puissance  de 
Taccroissement  dans  le  développement  de  P,  après  la  substitution  de  x 
plus  son  accroissement ,  substitution  qui  cbaage  P  ea  p.  On  voit  que  R 
dérive  de  la  même  manière  que  Q  t  et  ainsi  de  chacun  des  autres  cOefficiens* 

On  a  donc  ,  d'après  les  notations  convenues  dans  le  texte  , 

^—é'  ^=17'   Ç'=^',  ^=17'.  *«•» 


et^onjénminniit 

^^*  dx  *       ■"  '   dx  ^  a.3        dx       ""  a.3  dx»  ""  i.a.3  dx»  * 

dH  I        iJ^P  i         à*x 


S^i 


dx         i.a.3    dx'         i.a.5.4    dx4 


_               I  d4P  I        d»r 

1. a. 3. 4-5  dx^  I...5     dxs 

tn  sorte  qu'on  rcironTe 

dr    .  d*r  i*          dy      «• 

^          '     •'        dx  dx*  i.a        dx'    i.a.3 


Sur  le  Chapitre  IV  (pctg*  ^o). 

Vov»  donnerons  ,  d'après  M.  Lagrange  (  Calcul  des  fottctions  ) ,  un» 
autre  détermination  du  eoeifident  indéterminé  A  qui  entre  dan*i  le  dére* 
loppement 

nnx  ^  Ax h  — ,   ,    ■  +  etc. 

a. 5  a.5.4«5 

Cette  s^e  sera  nécessairement  convergente  ,  en  prenant  Tangle  x  tel  que 
Ax  soit  égal  on  moindre  que  Tunité,  et  on  aura,  en  même  tems, 

^  ^      *     A^x^ 

sin  X  <  Ax    et    >  Ax  — 


a.3 

D^un  autre  côté ,  il  est  démontré  rigourea<)ement  par  les  théorèmes  à^Archi" 
mèJe  (*)  ,  que  le  sinus  est  toujoun  moindre  que  Tare ,  et  que  la  ungcnte 
est  plfx)  grande  que  Tare ,  du  moins  dons  le  premier  quart  de  cercle  j  ainsi 
on  aura 

SiU  X  ^  X  ,       ■  >  *  ï 


COS  X 


^r^ 


(*)  "Voy.  le  Tri^onomdtrU  de  Legendre ,  peg.  3l3. 


y 


^^8  ;        Notes- 

mais  cos  x  =  V^i  -  sin»  x\  donc 


8in  X 


Ainsi,  on  aura,  par  la  nature  du  cercle, 

ain  a:  <  X     et    liTi  x  > 


v/7 


X 


-♦-  X* 


Si  doue  on  prend  Tonale  x  n^oindre  qn'„„  d^  et  .s-ez  pcUt  pour  qoa 
Ax  sou  momdre  que  1  unité ,  on  aura  nécessairement  ^  '  ^  "^ 


«nx<^x,    sinx> 


X 

■    '     ■  1 


\/i4-xx 
et,  par  consétjuent , 

\/l-f-xx  Vi+xx 

a*».  .   .   -   .    .  «inx>^x--~L    et    8inar<x. 
par  censément, 

^•^  a. 3 

?Tî  c"  deux  condition,  doivent  .voir  lieu  q„e1,pa.  petit  que  wit  x , 
»•  r&ulte  de  la  première  ,,.e  A  ne  peu.  «,«  moindre  que  .  j  car  « 

«Twt  ^  <  I ,  on  aunit  -L  >  ,  .  „,    ,,  condition 

■^  >  '   ..  donne    —  <  \/7+Tr 

donc,  de  quelque  petite  quantité  que  -î-  .urpaasàt  l'unité .  H 

jours  poMible  de  prendre  x  a^ez  petit  pour  que  vTTTTat  <  — 

A 

*Mdi3  que  \/n.  XX  doit  eue,  au  «ontrairt,  >~ 


o» 


serait  to»- 


-  D  rérolte  ensuite  de  h  seconde  conditim»  que  :^  Oê  peut  i>as  *tre  plus 
gratjd  que  Tuoitô  ;  car  quelque  petit  que  fût  rexcès  de  ^  sur  i^unitr:'  U 
•erait  toujours  possible  de  prendie  x  «wtz   petit  pour  que  l'on  eût      ' 


-*^>  I  H- 


a. 5 


tandis  qu'au  contraire ,  on  doit  toujourf  avoir  ^^  <  i  +  jdLH., 

a. 3 
Donc ,  pui«p.«  la  T.Ieur  de  ^  ne  p^ut  tire  ni  moindre  ui  plu,  grand, 
que  l'unil^,  «  pmsque  U'ailleun  ^  est  un  „„,nbre  ,  on  aura  nëc««i.e- 
ment  ^  _  l.  On  remarquera  que  celte  conclusion  suppose  l'arc  x  ,ntre 
zéro  et  un  quart  de  cercle,  undis  que  ,  dan.  le  texu ,  nous  considénon. 
des  mullipl«  quelcon-pe,  de  l'arc  x,  et  -lors  la  T.le»r  ^/=  i  correspond 
a  l'arc  simple  x.  On  pourrait  démontrer  d'une  maniire  anaWgue  que  k 
•oeffiacnt  ^,  dan»  la  série  du  cqiiinus  (pag.  5o),  cit=  i. 


Sur   le  Chapitre  IV.    (  pag.  /,g  ) . 

Not-s  aTom  promis  de  démontrer  que  quel  que  «t  1  «po<antd'an  binôme 
le  co.n.c.ent  numérique  du  second  tern.e  du  déve»pr*ment ,  était  égal  à 

cet  exposant.  On  a  (x  + .)'»  =  ^r-  (^,  +  ±J  ^  ^..  ( ,  +_^^„  ^   J  ^.^ 

i 
«ut  —  =     en      sorte  qn'U  suffit  de  démauirer  la  proposition  k  IVgard 
de  (  I  H-  y)'^.  On  peut  supposer 

/y  repr^entant  le  reste  du  développement  ,  et  P  une  fonction  de  nombte. 
et  de^,  qui  ne  devient  pas  iniinie  pour  ^-=  o.  Si  Ton  désigne  par  A 
ce  que  devient  P  pour  r  =  o ,  et  par  7/;^  la  partie  de  P  qui  devient 
nulle  dans  la  même  hjpotLèse ,  on  aura 

(a  ^jr)''^  =  I  +  (^  H-  Jix)^=  i+uty^  ecc. , 
•ù  A  ne  tôntient  plu,  j,  et  ne   peut  être  qu^un.  fonction  de  «  et  d« 


43o  NoTBI. 

nombreiy  comme  on  Pa  d^cilUsn  ru  (pog.  4^}»  Il  s^a^lt  donc  de  déter- 
mioer  A  :  aokt ,  à  c«i  efiei , 

et  on  aon 

(  I  -♦-  yjT  =s  I  -hr  y  »fm'¥  etc.  .  .   •  •  (t) 
maif  on  annit  pareUlement 

Multipliant  Tune  par  Pautre  ces  deux  identités,  et  arrêtant  le  dévcloftp*» 
^  ment  au  terme  de  première  puissance  de  j^,  on  trouYera 

(i  •4-^)'"'*-"  =  I  +  (/m  -4-/11)  ;•  +  etc.  .   .   .  .  (5) 
Mais  en  changeant  m  en  m  -f-  n  dans  (i)  »  ou  n  en  m  4-  n  dans  (1]  y 


on  a 


(,4.^)'"-^'*=i+/-(m  +  A)jr+etc.   .   .(4) 


Des  déTeloppemens  (5)  et  (4)  qui  appartiennent  k  la  même  fonctîoD ,  oa 
conclut 

fm  -^rfn  Si  f(m  -♦-  n) .   .   .   .  (5) 

* 

Si  Ton  écrit  m  -t- 1  pour  m  et  n  —  1  ponr  n ,  (5)  deviendra 

/(m  -^  0  +/^n  -  0  =r/(m  +  «)  j 

donc  les  fonctions  /m  et  fn  sont  tdies  que  leur  somme  ne  Tarie  pas 
par  ces  hypothèses.  Cette  propriété  sert  à  Cure  connaître  la  nature  de  œs 
fonctions,  et  on  s^apper^it  aiiément  qu'on  ne  peut  que  supposer 

/m:=  am  -4-  c^ 
Jn  -=.  an  -¥  Cy 

c>8t-ii'dire ,  que /m  etyn  ne  peuTent  être  que  linéaires  en  m  et  n*  Il 
reste  à  déterminer  les  coefficiens  0  et  c.  Or,  de 

(i  +jr)'"  =  i  ^.(ani+ 0)7^-1-  etc., 
•n  déduit ,  pour  m  =  o  |  * 

I  =  X  +  c;r  4-  eic. ,    d'où    0  =s  c;^  -4-  etc  * 


%t  conmit  le  dcrdopptinent  procède  sniTuàt  les  puinimccs  de  j^,  on  conclut 
•  =  o  y  et  censégoemme&t 

(i  +  y-y^  =  I  +  amy  +  etc.  2 
d*ai|]eiirty  pour  m  =  i ,  on  a 

i+^=:i-l-«;^+  etc.  y 
doue  «s:  X.  Donc  cnfisy 

(  1  +  ^)'*  =  I  4-  my  •♦-  etc. 
Cette  démonitntion  eit  due  k  M.  Poiison. 


Sur  les  Chapitrbs  XI  et  XIV. 

Des  limites  de  la  sine  de  Taylon 

G>MMB  le  tliéorèmc  des  Umitcf  de  la  tbéorie  de  Tajrîor ,  qui  fiât  le 
sujet  des  chiipitres  cités,  sert  de  fondement  aux applioUions  du  calcul  ài0é^ 
rebtiel ,  nous  allons  en  donner  une  nouTell^  démonstration  que  nous  ayons 
tirée  du  grand  Traiié  de  Calcul  différentiel  de  M*  Lacroix  f  qui  a 
paru  au  moment  où  on  imprimait  ces  notes. 

Nous  obserrerons  d'nbord  que  ces  limites  se  découTriraîent  très-«iiément , 
si  tous  les  termes  de  la  série  de  Tajrlor  STaient  le  même  signe. 

En  effet,  la  série  de  Tajrtor  considérée  dans  le  cas  d'une  fonction  d'une 
seule  TariaUe  x ,  que  nous  désignerons  par  u,  et  prise  à  partir  du  toroM 
de  l'ordre  n  4-  i ,  ^tant 


dx»-»-»       x.a.3. ..(/}+!)  dx»-*-*  i.î».5...(/i  +  a)' 

"*"  "d^nT  •  x.a.3...(/»-*-3)  '  *^ 
devient  à 

£»+i  r  d"*H|f         d"+«i«*      t  d'i+'u       t 
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et  on  voit  que ,  dans  FIn'pothèse  actuelle ,  la  soiomt  de  la  fuite  entre  U 

accolades ,  sur])aHse  ton  ]>rciiiier  terme*  Si  Ton  représente  par   _^    c 

djB"+»     • 

d"4-itt  ,  ' 

que  devient  . —  ,  lorsqu'on  y  change  .r  eu  x  4-  « ,  on  sait  que 

d  "+'  u'         d  ""*-»  u  d  "+''  w      i  d  "4-3  u      i* 


-♦-  -TTirr  —  ^  -TiTzzr  —  -«-  «u. , 


tlx'H-c  dx"-*-»  dx"4-a       ,  dc'M^     ,   .j 

*  •  -  -      • 

dévelop^x'tnent  dont  chaque  terme  ,  k  parûr  du  second ,  est  ëvidemmeol 
plus  ^ri^nd  que  celui  qui  lui  correspond  dans  la  série  entre  les  acccdades , 
puisque  les  diviseurs  sont  moindres  :    celle  térîe  est  donc 

d"+'u  d^+'ii' 


>    ,     ^       et    < 


dx""+*t  •  dx""*"» 

n  r^lte  de  là  que  la  valeur  de  la  série  de  Ta}  lor  ,  considérée  dant 
enlier ,  sera  comprise  entre  les  deux  séries  suivantes  : 


d«                             d»tt           if«  dn+î»  l'n+i 

U  •+  -r- l  4-   .  *■     •4-  -T . 4-    -j rr-T"*' .  • 

dx                            dx"      i.îi.../t  dx'H-i       1 .3...  («4*.  I  j  ' 

du         .                      d"ii            i»  d^+'l»*'  ,  |n4-i 

Il  4- i  4-  .  .    •  + 


dx  dx»  '.  1,3...»  dx''^»  .     i.a...  (^«4- 1)  ' 

■ 

.   Passons  au  cas  oà  les  tigues  4-  et  —  ^e  combfncn^  d'une  manî^  qoel- 
•Oi»|ue  dans  ia  série  de   T*tjrlor* 

Kous  éiablirons  d'abord  celte  proposition  anxili«fre  ".  t^iOeJonetiom  O 
«ffine  variabU  t  qui  s*évqnouU  en  même  tepis  (jue  cette  variûMe ,  et 
dont  le  coejfficient  tfij/erenti^l  du  premier  ^rdre .  que  Je  désignerai  par 
TJ ',  ne  cJtange  pas  de  tigne  dans  l'interuaîlt  de  t  =  o  à  t=b,et  nm 
dçtnent  pas  infini  •,  est  nécessairement  de  même  signe  que  ce  coefficient  ^ 
si  b  est  positifs  et  de  signe  contraire  ,  si  b  est  négatif'. 

Si  Ton  partage  rintervalle  b  en  un  nombre  n  de  parties  ^ales^  et  qii'4 
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fr^fjondetit 

Cr  =r  o ,        =  C^, ,     =  C/;  ,     =  ^3  ,    etc.  \ 

u'^v;,  =^.',  =£//,  =c^3',  ctc'i 


^  aurt 


cr. -b 


t/.  -  u. 


Vr-V, 


b 

+  ^.), 

h 

+  ^.)» 

+  ^0 , 

"^  »   ^1  »  ^a  •  •  •   ^*^"^  *^^   qu«ttUt<?s  que  la  8uf>positiôn  <?e  i  =  o  rend 
nulles,  et  qui  consrqticmineTit  peuvent  devenir  aussi  petites  que  Ton  voudra, 
eîk  faisant  croître  le  tïoinbrc  n  sAns  toucher  à  b^  tandis  qi^e  UJ^  U^\  clc. , 
ne  varieront  pas,  ce  qui  résulte  du  ihêor^^mc  de    Tarlor  (  Cliap.  Il  )    :  or, 
cbmnie  00  peni  rendre  le  second  ternie  de  cliacutte  dés  exprCs&iotis  ci-des- 
sus ,  aussi  petit  que  Ton  Toudra  par   rapport   au    premier ,  le    si^^e   de 
btÀcuil  des  seconds  membres,  ne  dépendra  dune  que  de  celui  de  leur  pre- 
mier tenue  ,  et  si  ce  dernier  iigne  ne  cliîmge  pus  ,  ainsi  qu'ob  le  suppose) 
SI  sera  celui  de  tons  les  seconds  membres  :  or,   en  ajoutant  les  premiers 
teembres  et  eiîaçanl  les  termes  qui  se  détniisent ,  on  trouve  que  la  somme 
'est  égale  à   U^ ,   c'^est-à-dire ,  à  la  valeur  de    U  correspondante  à  &  ,  eil 
sorte  que  cette  somme  éera  de  méhie  signe  que   Uo  ,  Ut  ,  etc. ,  si  b  eit 
positif,  et  de  sij;ne  contraire,  si  ^  est  négatif. 

Cela  posé  ,  soient  m  et  M  des  quantité»  consuntés  dont  Tune  est  plus  petite 
et  Tautre  plus  grande  que  toutes  les  Taleurs  que  reçoit  dans  TinterTalle  de 
«  à  Jt  -4-  I ,  la  série  *"  -^ 

4-  etc.  i 

ed    donnant  &   i  des  Talcura  successives ,  à  partir  de  o  :  on  aum,  d*apr^ 
la  séria  d«  Tayior ,    / 

«'  —  tt  >  mi    tt    u' —  u  <  Mi , 


du            d*U 

\ 

dr           àjt* 

i            ditt 

In                    ' 

r« 

2'            dx' 

1  .a. 3 

454  Notés. 

u  éunt  u  lorsque  x  deTÎent  r  4-  «  :  ces  inégalitës  donnent  ccUeé-d 

tt  .«  u  —  mt  ^ o  ,     Mi  —  (a  —  u  )  >  o. 

Mais  il  est  -visible  que  ces  quantité  peuvent  être  regardées  domine  <leè 
fonctions  de  i  qui  sVvanouiiiscnt  pour  t  =  o  ,  puisqu^alors  u  redevient  u , 
et  comme  elles  sont  toutes  deux  positives,  il  iaut«  conformément  aulemme^ 
que  le  coefiicient  dlfTércntiel  de  chacune  ,  pris  par  rapport  à  i ,  soit  positif^ 
et  ne  devienne  pas  inGni  pour  toute  valeur  de  i  entre  zéro  et  celle  à  laquelk» 
on  i^arrâte»  Or,  ces  coefHciens  qui  sont  respectivement 

du'  ^        au' 

•  —  m    et    ia  —  -- —  * 

di  ai 

en  observant  que     u*  ne  renferme  pas    i  ,  restent  positif ,    si   Ton  pre&d 

dtt' 
f    m  moindre  que  la  plus  petite  des  valeurs  —7"  ^'  ^  plus   grande  que  lu 

di 

au         au 

plus  grande  de  cet    valeurs  ;  ainsi  y  comme    -— =  — - —   (p«g«  ^^J  )  f 

■*  d(  ex 

da        d'u     i 

la  valeur  delà  série  —  -H «  etc. ,  sera  comprise  entre  la  plus  graiid« 

àx       àx*     a 

dii' 
et  la  plus  petite  des  valeurs  de  —  «  et  c'est  ainsi  qu'on  détermine  m  et  M* 

dx^ 

Supposons  ensuite  que  m  et  M  représentent  des  quaBliiQi ,  Tune   pins 
petite  et  Tautrc  plus  grande  que 

d*tt  d'M      I  d<«       i' 

1 ^ _— -  -4-  ete»  f 

dx«  dx'     5  dx*     5.4 

en  considérant  toute  la  série  de  Tajlor  ^  on  aura 

du     I  mi*  du     i         Mi* 

tt'— tt— > >  »'-.»  —  -- < f 

dx     I  1.9  dx     I  i.a 

et  par  conséquent  les  différences 

du     i  mi*  Mi*       ./  du 


dx     I  a 


-(— -r-f) 


qoi  s^évanouisscot  pour  i  =  o  ,  derroBt  être  toutes  deux  poiitives.  Sî  l'o^ 
•n  prend  les  coefficiens  diCGcrentiéls  par  rapport  à  i ,  il  viendra ,  e»  ob- 
du         "du' 


«ervant  que  -— -  =  ——-  > 
di  dx 
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cJi  dr   '  di  dr 

I 

'quantité  (>Meiitit4leinent  poiitives  et  qui  s'évanouissent  encore  potit  t  =  o^ 

du  du'  du  . 

iiarce  qu'alors  —    -  =  — -    =  ~r'  *  ®^  >  '*  "fi"*  ^"  coeflicient  diffi^i^ntid^ 
di  ax  dx 

par  rapport  à  < ,  de  chacune  d'dlet ,  devant  être  le  même  que  <^ui  de  ces 

{onctions  f  il  faudra  que 

d»ii'  ,^         dm' 

—  m,    itt  —  > 


d*»  ai* 

^ient  toujours  |k>sitift ,  ce  qui  aura  lien ,  si  m  est  moindre  que  la  plos  petite 

d'u 

•des  Taleurs  de 9  et  si  ilf  surpasse  la  plas  grande  de  ces  valeurs  ;  çt 

d«* 

d*  Il  d*u  ,  >y 

>Domme =  • '  on  conclura  encore  que  la  série 

di»  dx» 

d*tt  d^u       «  d^u         !■ 

4-  — +  — -— --   etc. , 


dx*  dj3      3  dx*       3.4 

est  comprise  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  de  ■         * 

.  dx^ 

On  peut  continuer  de  cette  manière ,  en  sorte  quUi  suAira  d'indiquer  \é 
*caléid  pour  les  limites  m  et  M  de  ïa  série 

d^u      ,      d^tt       i  d'u        i 


dxi             dx4  4          '  dx«      4.5 

en  observant  qu^il  &ut  difXercntier  trois  fois  de  suite  par  rapport  k  t  Ut 
«xpresdona 

^                  du      I  d'u      «'              wi' 

dx      I  dx*     i.%           i.!2.3 

Mt*            f  ,  du^    i            d'u         i*    \ 

i.a.3           \  dx     1           dx*      i.a  / 

«c  qui  donne  suocenivement 

du         cl»        d'u    .        mi*  ^  I^i^       ^  au         au        d»u    \ 

4»         dx       dx*            i.a  i.a       \  di         dx       dx*    )  * 
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d«»        dx"  V  àt\         àx*J 


—  m  » 


il/  — 


et ,  en  raisonnant  comme   d-desens  ,  on  trouvera  que  m  tt  M  doivi 

diu 
reprëscnter  la  plus  petite  et  la  plus  grande  râleur  de  —- — • 

dx' 

« 

On  a  suppo&é  l'accroissement  i  positif;  t^il  était  négatif  ,  il  iàndrait 
prendre  les  limites  dans  un  ordre  inverse  \  m  ^pondrait  à  la  limite  es 
exci»,  et  3f  k  la  limite  eu  défaut. 

Ce  surplus  du  développement 

d"+'M  d"^'tt  «  d"*»-^ù  i* 

; 1 -—  .     ■  H -rr  • -t-  etc., 

dx"+*  dx"+*         rt  -4-  a  dx''-^'^         {n  4-  a)  («+  3) 

devant  être  compris  entre  la  plus  grande  tt  la  plus  petite  des  Taleurs  <]in 

,    d"+'tt' 
prend  — p—  pour   toutes    celles   ^uc    Toù    peut  donner   à    i   depuis  o 

jufqu'^à  la  valeur  actuelle  i,  il  est  vi^tible  qu^il  existe  une  valeur  inter- 
médiaire du  même  coefficient  différentiel ,  qui  est  précisément  égale  à  U 
série  ci-dessus ,  et  qu'en  la  substituant  dans  la  série  de  Tajrlor ,  elle  don- 
nerait ,  par  un  nombre  n  -4-  a  âc  tern>es  ,  la  valeur  exacte  du  dévelop- 
pement de  u  ou  dey(x-hi). 

Soit  Uii^x  cette  valeur  de         „^,-  qui  doit  être  ttécessairemeat  finie  ^ 

-  d«+'tt' 

toutes  les  fois  que  le  coefficient  différentiel  - — rrp  ne  devient  pas  i 


les  fois  que  le  coefficient  différentiel  - — jj^j- 

dans  rétendue  de's  valeurs  de  r ,  depuis  o   jusqu'à  i  :  on  aura  ligooreu* 
sèment 

('tt       i    .  d"«  ^*  ,  Un^xi"-^ 

u'  ^  M  -4-  —z —  —  -4- . .  #•  • 


àx     I  .  dx**    i.a...»  i,a...  (»+j) 

On   voit  maintenant  comment  il  est  possible  d'assigner  ,   pour  i , 

d"B  I" 

valeur  telle  que  le  terme '       surpasse  la    somme    de   ceux 

dx        i.a. ../»         '^ 

qui  le  Suivent  dans  la  série  de   Tajrlor  :  car  les  deux  derniers  tennes  de 


Texpraû^n  d-dessiM ,  rtrenazit  à 

t)  faffit  de  fidre. 

.  ^    »  4-  I       d^M 


^aDS  ce  cai ,  il  n^est  pas  nécessaire  de  connaître  la  Talenr  de  C^,^,  >  o« 

peut  la  remplacer  par  une  quantité  qui  la   surpasse  ,  et  employer  k  cet 

d'^'u  „       , 

effet  la  plus  grande  T|leur  qj2C  prend  ^^^^  ■   4<^i^  vn  intcr^jalle   plus 

étendu  que  la  yalenr  de  i  à  laquelle  on  s'an^te. 

Mous  allons  étendre ,  en  suivant  toujours  M.  Lacroix ,  la  même  analyse 
aux  fonctions  de  deux  Tariables. 

Désignons  encore  f^r  14  une  fonction  dp  ar  et  jr  ,  et  bisons  pour  un  moment 

t  étant  nne  noa:relle  variable  dont  u  sera  par  conséquent  npe  fonction  ; 
on  aura  alors 

au         au       âx         au        ày         da    ,         ^"1. 
dt         dx       dt     '    djr        dû         dx  Ax 

dx  dr 

«t  comme  ^-—  et  — ^^  sont  les  constantes  i  et  A ,  on  aura 
dt  dt  ' 

d*u  d*u       dx*  d*u        dr       dj^         d*u     àjr* 


dt*  dx*        dt*  dxdj-       dt       dt  d/*     dt* 

d*u  d'tt       .         d»M    , 


dx*  dxdjr  àj* 

en  sorte  qne  si  £  se  change  en  <  -I-  « ,   on  aura  les  deux   développemens 

identiques 

du     a  d*u       a*  d^u         a' 

1/  =:  u  +  -;;—  —  Hr  -; 1 ; —  ,■  4*  etc. ,  ' 

dt     1  dt*       i.a  dt*     1.3.3: 

{dtt  du     > 

«>      (  d'u  d*ii       .  d^u        ) 

*h { -- —  i*  +  a  ^   ^    ■  l'A  -H  --— ^  A  •  >  -h  ett.  » 

i.a    i  djr*  ardT'  d^^        ) 
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•i  Ton  arrête  le  premier  au  terme  TIT  '  9  h  somme  4e  tous  k^ 

dr^         a. . .  ./i 

termes  suivans  aura  pour  limites ,   d'après  ce  qui  Tient  d^ètrc  d^momi^^ 

ce  que  devient   -  .—  •  ■  -—  ,  lorsqu'on  y  mft  auoœsMfe- 

d«"-*->  i.a...(/J4-i) 

ihent  pour la  plus  grande  et  la  plus  petite   valeur  que   preud  ce 

coe£Gcient  difii^entiel  dc-pois  «  ar  o ,  ju'^qu'à  la  valeur  a  làqufUe  on  s'arrhe. 
li  suit  de  là  qu'en   poussant  le  second  développement  jusqo^au  tenue 

«"        t  d'*!*  d^u  d^u        1 

i,a...n    (djc»  dx'*""'d^  d/*         J 

la  somme  du  reste  de  la  série  aura  pour  limitea  ce  <|ue  devient 

lorsqu'on  j  met,  au  fieu  de  la  iouction  entre  parfQ thèses,  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  valeur  qn'elle  prend  d*^ais  «  =  o  )  jnsqn'à  la  âenien 
valeur  ({iie  Ton  donne  à  a,  et  il  faut  observer  qt^  le  changement  àt^t 
en  i  -^  a  répond'  aux  chan^emens  de  x  en  x  4-  «i  ,  cl  de  ^  en  j^  +  ■«; 
de  sorie  qu'aux  valeurs  de  «,  depuis  zéro  jusque  T unité  ,  correupondeat 
des  Taleura  de  ai  et  de  ak  depuis  zéro  jusqu'^à  i  et  k. 
Or ,  en  prenant  •  =  i  j^  le  second  développement  df  u  devient 

,  I      r  du  au      \ 

X      t  dx  d^       I 

I      f  ê*u  d'u       .  d'«4     ,   ï 

i.a    t  dx*  dxd^  d^  J 

+  etc., 

dont  on  a  les  limites  en  mettant  dans 

.  I  d^+itt'  d'*^"*!/'  à^-^u'         1 

. 1 / t'H-i  +  („4.i)2 îi  «"*-♦-.. ..H I-;t»4^l 

a... (/!-+-;)  )  dxM-i  àx"â^  àjr'^i  j 

en  place  de  la  série  entre  parenthèses  la  plus  grande  et  ta  pitt  petite 
valeur  quVllc  prend  depuis  t  =  o  et  A:  :=  o  jusqu'aux  valeurs  actuelles  de 
t*  et  A:  :  on  pourra ,  à  plus  forte  raison ,  prendre  une  valeur  plus  grande 
mie  la  plus  grande  et  plus  petite  que  la  plus  petite. 


ABRÉVIATION  PÀa  LES   INFINIMENT  PETITS. 

Noas  aTont  ofi^r^ ,  dans  les  c^ois  premicri  chapiires  du  texte  ,  les 
principes  fopdameniitux  du  calcul  différentiel  ^  en  ne  l'appuyam  que  sur 
des  considérations  purement  avalytiques  et  indépendantes  de  toute  fajpo» 
ihèse  sur  la  valeur  et  la  nature  des  accroitisemens  qui  ne  se  montrent  dans 
le  calcul  que  pour  marquer  la  trace  des  opératious  par  lesquelles  on  est 
jMinrenu  aux  fonctions  appelées  ooeificiens  différentiels  ,  dont  la  déterrai- 
nation  pour  toutes  les  fonctions  ,  est  Je  véri4ab!ç  objet  de  cette  analyse. 
Leibnitz  à  qui  nous  en  devons  la  connaissance  ^  a  présenté  cette  méthode 
4^une  manière  moins  rigoureuse  en  apparence  ,  mais  cependant  bien  com- 
mode dans  les  'spplicstious ,  et  souvent  très-utile  par  cette  raison.  U  suppose 
qoe  les  quantités  variables  prennent  des  accroÎKScmens  infiniment  petits,  et 
feb  qu^on  doit  les  négliger  vis-à-vis  des  grandeurs  iînics^  en  sorte  quu  ces 
accroisseraeus  ne  peuvent  jamais  être  cP^p^i*^  qu^cntrc  eux  ;  et  cVst  en 
effet  ce  qu'on  suppose  toujours  dans  les  applications.  Il  demande  ensuite 
qu^on  puisse  prendre  à  volonté  ,  l'une  pour  l'autre  ,  deux  grandeurs  qui 
ne  différent  emre  elles  que  d*ane  quantité  infiniment  ]>elite  ^  d'où  il  résulte 
quHl  £int  supprimer  ,  dans  le  développement  des  accroi^semens  des  fonctions, 
fouies  les  puissances  de  dx ,  d^ ,  etc. ,  supérieures  à  li  première.  Aiu«i , 
pour  obtenir  la  dinerenttelle  de  x^ ,  il  développe  le  produit 

(qr-l-  àT){jr  -I-  ày)  ;=  jc^*  -4-  rd^-i-j^^-dxd;^, 

il  letrandie  la  fonction  primitive  xy ,  puis  il  rejette  le  terme  àxàjr  comme 
étant  infiniment  petit  à  Végard  des  deuX  autres,  ce  qui  donne 

En  effet ,  dxd^  peut  être  considéré  comme  le  quatrième  terme  de  cette 
proportion , 

1  :  d*  ::  d/-  :  dard^j 

donc,  si  dx  est  infiniment  petit  par  rapport  aux  grandeurs  finies  de  la 
même  espèce  que  Tuniié ,  c'est-à-dire,  s'il  est  contenu  un  nombre  infini 
de  fois  dsns  Tuniié  ,  dxd^  sera  contenu  de  même  un  nombre  infini  de 
fois  dans  dx  ou  dans  àjr^  et ,  par  conséquent,  il  sera  inliniment  petit  ou 
négligeable  par  rapport  à  dx  ou  d^. 

L^homogénéilé  des  expressions  difléreniielles ,  est  une  snite  néeessaii-e  de 


44q  Notes.   . 

][a  méthode  de  Leibnitz  ;  car  d^apri»  la  remarque  £iite  ci-deMus  à  Yi 
de  dxAy^  il  ne  'peut  rester  que  des  termes  du  degré  le  moins  éleyé  y 
les  autres  deyanc  être  négligés  vis-à-vis  de  ceux-ci. 

En  passant  au  second  or<lre ,  Lcibnilz  regarde  Ics-diftérentlelles  secondes 
comme  inhuiment  ptuies  par  rapport  aux  dinërentielies  premières,  et,  par 
conséquent,  comme  homogènes  atec  les  quarrés  de  cet  les- ci ,  supposition 
qui  est  une  conséquence  nécessaire  de  celle  qui  a  été  Êitte  à  l'égard  des 
difiérentiflh-s  du  piemicr  ordre;  ciir  si  dans  i)/dx  -4-  JSdjr ,  par  exemple, 
on  fait  varier  en  même  tenis  que  àx  et  dj* ,  les  x  et  les  y  qui  sont  dans 
•  M  et  iV,  on  aura  un  résultat  de  k  forme 

Mà^x  -KiVd'^  4-  Pàx*  4-  Çdrd^  -»-  Rày*  j 

mais  dx>,  dxd^,  àjr^  sont  iniintmcnt  petits  à  Tégard  de  dx  et  d^;  il  £ivt 
donc ,  pour  Thomo^^énéité ,  que  d'Jt ,  d*^  soient  intinimeut  petits  par  np« 
port  à  dx  et  ùy ,  et  qu'ils  soient  de  m^me  ordre  que  àx*  çt  dj*'. 

Il  suit  de  là  que,  pour  tromer  les  difTérentielles  secondes,  troisièmes,  etc., 
il  faut  regarder  les  dtfr''rentielles  comme  de  nouvelles  variables  qui  ont 
elles-mêmes  leurs  différentielles  qui  som  d^un  ordre  supérieiv-,  et  rejeter  da 
résultat  tous  les  termes  qui  seraient  d'un  ^rdre  supérieur  à  celui-là. 

CTest  de  ce  petit  nombre  de  principes  que  se  déduisent  les  divers  pro- 
cédés de  la  didérentialion  ;  et  on  vo^t  déjà  qu^ils  rei^dent  toutes  les  r^Ies 
que  nous  ayons  données  dans  le  texte  :  cependant ,  pour  m^eux  monuer 
les  abréviations  qui  en  résultent ,  i^ous  allons  entrer  dans  les  détails ,  e| 
nous  conmiijncerons  par  la  dénionstration  dii  théorème  de   Tajrlor, 

Si  Ton  considère  une  suite  dç  valeurs  dç  x  ,  savoir  :  x^  x\  j:",  jc^.  ,  .• 
^es  que  la  différei^ce  constante  et  iijifiniment  petitç  ,  soU  àx  ,  et  si  ^es 
Taleurs  correspondantes  de  y  sont  y  y  y\y"iy^*"  *  •  •,•>  ^^  *"'**' 

y--y  =  &y,   y'-y  =  dr;    y-y'^Ay-,    ^"-jr'"=d/-.... 
d'où 

y:=zy'\'ày^  y  =  j-4^adr-+"dy,  y*^  i^y-^  ^ày^^à^y^  à^Xy 
y^^  z^  y¥ /^ày^  ùà}y-^  ^à^y-^  à^y  ,,,  j 

çt  géaéralement , 

^"-/  =  V  H dy-  -4-  — ^^ ^  d'r  -* ^ "  à}  Y 

n{n^i)  (/»~a)  (/i~3)    ,. 
^  ' IZ4 -r-dy+etc.^ 


\ 


Notes.  J^i^l 

oh  ày,  d' V,  d'y,  d^^. . .  •  «ont  des  inliuiment  petits  des  premier ,  Second  « 
trouième ,  quatrième ,  .  .  .  .  ordres ,  parce  que  les  ordonnées  consécutives 

TfY^X'* **^°^  infiniment  rapprochées  Tune  de  Tautrc.  D^ailleurs ,  si, 

dans  les  développemens  de  Ajr ,  A*>'. . . .  ,  suivant  les  puissances  de  Ax , 
données  (  pas.  i3  ) ,  on  change  Ax  dans  TinKaiment  petit  dx ,  et  en  même 
teins  Ay ,  A'jr  . . , .  en  d;^ ,  d^jr ..-..,  et  si  on  rejette  de  chacun  de  ces 
développemens  les  puissances  de  d^v  supérieures  à  la  plus  petite,  comme 
négligeables  par  rapport  à  celle-ci ,  on  aura  dy  ^  Pàx  ,  d'^  =  Q  dx*  , 
d^y  =  H  dx^ . . . .  ,  conséquemment  dj',  d'^ ,  d'y. . . .  sont  de  même  ordre 

que  d.r ,  dr*  ^  djr.dx  ,  4r'  ^  dx*.dx.  Cela  posé,  comme  y^  '  est 
nue  quantité  finie ,  il  faut  ne  conserrer  du  second  membre  que  les  quan- 
tités finies  :  ainsi ,  en  supposant  /i  =:  oo ,  afin  de  mettre  entre  la  dernière 

prdonnéey  ^'*'  et  Tordonnée  de  départ  y,  un  interTalle  ndx  fini ,  et  négligeant^ 
par  rapport  ù  /i ,  las  nond>res  soustraits  dans  les  £icteurs,  on  aura  d^abord 

j-C»)  =  y^./wly  -»- ^  -1- ;^  +  -4-  +  elc  , 

a  a. 3  a. 3. 4 

f t  les  produits  ndy^  /ï»d»r,  n'd^  »  «te» »  ^ont  finis,  parce  que  Tun  des  fiicteurs 
étant  un  infiniment  grand  d'un  certain  ordre ,  l'autre  est  un  infiniment 
petit  du  ra^rae  ordre.  Posant  donc  ndx  s=  i  quantité  finie ,  et  remplaçant  n 

t 

par  •— — »  on  anra 
dx 

çe  qui  est  le  théorème  de  Taylor* 

Ainsi ,  pour  avoir  la  difféi-entielle  première  Pdr  d'une  fonction  y-^fx^ 

on  changera  x  en  x  -♦-  dx ,  et  alors  y  deviendra  y  -¥  dy  \  on  rejetteFS  y 

comme   néi^Hgcables  par    n^pport  au    terme  multiplié    par  dx  ,  ceux  qoi 

doivent  être  multipliés  par  dr« ,  d  r' ,  etc. ,  ce  qui  revient  à  recueillir  les 

termes   multipliés  par  dx  ,  dont  li  somme  est    la  différeniielle   première. 

Si  on  opère  sur  P  comme  on  vient  d'cpérer  sur  /x ,  et  si  on  dési^^ne  le 

résulut  par  Çdx  ,   le  produit   par   dx   sera   Qdx* ,  difFérentielle  seconde 

^^^  =  /^  j  <^«  celle-ci  on  déduira   de  la   même  manière  la  différentielle 

troisième  /(dx' ,  et   ainsi   de  suite.  Tel  est  le  résumé   des  trois  premiers 

chapitres. 

Si  ou  a  démontré ,  comme  on  le  verra  dans  le  titra  snivant ,  sans  snppoaer 


\ 


44ci  Notes, 

le  théorème, 'de  Taylor ,  que  toute  fonction  d^une  variable  comporte 
difiërenticUe  preiiiière4  en  sorte  que  cette  fonction  éuot  /U  ,  et  sa  dUféreniielie 
Pàu ,  il  soit  prouTé  que  le  coefficient  P  ne  peut  être  ni  nul  ni  mfini  , 
la  Tariahle  u  restant  indélrrniinée ,  il  devient  facile  dVublir  ift  théorème 
de  T'aylor  ,  ainsi  qu'où  va  le  voir. 

En  effet,  en  supposant  qu'on  ait  prouvé  qn^ 

d(/u)  =  P«Ui 
«t  faisant  alors 

on  A 


Soit  i  uoe  constante  ,  et 

d  (r(T^i)) 

dx 
toit  X  uae  constante,  ft 

dC/i--*-!) 


=  />, 


d( 


=  />; 


donc  le  coefficient  différentiel  P  reste  le  mén^ ,  toit  qu'on  difï«Srenti«  l« 
fonction/ (x  +  i)  en  ne  faisant  yarier  que  x,  soit  qu^on  la  diUérentie  em 
ne  faisant  varier  que  f. 

Beprenona  le  développement 

/(x  -4-  t)  =/x  +  Ai  +  Bi*  -4-  Ci»  -♦-  />*«  +  etc. , 

où  ^  ,  B  ^  C  y  etc. ,  sont  des  fonctions  encore  inconnues  de  x  ;  tn  aim  » 
pour  déterminer  les  fonctions  A  ^  B  y  C ,  etc. ,'  Tidentité 

d/(.r  -4-  i)  iirJT-h  i) 

dx  ^  ai 

qui  donne 

d{rx)       aA  àB  àC 

— ; \ 1-»--  — i«H i»-|-etc.=^+2J5«4-5C/»-4-4Z)*'+cic.i 

dx  de  dx  dx 

comparant  les  coefQcicns  des  mcmcs  puissances  de  (,  il  vient 
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3  =  1 


dx 
d^ 

dx 
àB 

àx 
âC 


àx 


etc. 


d'oà 


^  = 

• 

iSI  = 

f 

a 

T 

c  = 

a. 3 

I 

Z>s 

a. 3. 4 

etc. 

>■  ■ 

dx 

d»f/x) 

■     <    ■       ■■ 
dx» 

d^  (  fx) 

dx» 
d^  (/x) 

dx* 


^  coèséqaemmtnt 

'  ^  '      •'  dx  dx*       i.a 


d>(/x) 


dx^       i.a.5 


+  etc. 


p^est-à-dire , 


i' 


'^  ''      -^         dx  dx«    i.a        dx'      i.a.3 


+  etc. 


^n  remplaçant  fx  par  y.  Biais  on  obserrera  que  cette  démonstration  doit 
venir  à  la  suite  de  la  difTérentiation  des  fonctions  d^une  seule  Tariable ,  puis- 
qu'elle 8uppo»r  la  forme  de  la  différentielle  première  de  ces  fonctions  ,  qu%m 
aur;i  déterminée  |>ar  le  fait,  au  moins  pour  toutes  les  fonctions  connues. 
Passons  aux  diflerentielles  des  quantité  transcendantes  données  dans  le 
chapitre  quatrième  :  il  suffit  d'^assigutr  celles  du  sinus  et  du  cosinus.  Ou  a 

<!  (sinx)  =  Mn(x-»-  dx)  —  an  x  ,    d  (cosx)  rr  cos(x-*-  dx)  —  cosar , 
c^est-à-dire , 

d  (sin  x)  =  sin  x  ces  dx  4-  sîn  dx  .  cos  x  —  sin  x  , 
d  (cos  x)  =  cos  X  cos  dx  —  sin  X  sin  dx  •*-  cos  x. 

Or  y  raccroissement  dx  étant  regardé  comme  infiniment  petit,  cosdxm; 
et  en  place  de  sin  dx,  on  peut  prendre  Tare  infiniment  petit  dx;  donc 

d  (sin  x)  =  cos  X  .  dx,    d  (cos  x)  :=  —  sin  x.dx. 

Si  otf  prend  les  différentielles  successiTes  de  sin  x  et  cos  x ,  et  qu'ion  en 
substitue  les  coefiicieas  dans  la  série  de  Taylor,  on  aura  les  développe- 
mens  sin(x-4-d^),  cOr(x**-  dx),  IVccroissement  dx  étant  quclconqtic. 
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Ces  mêmes  formules  pearent  encore  se  trouver  trt;s-simpleraent  par  U 
géométrie, 
f  jg.  5f  •  Soit  décrit  avec  le  rayon  Cué  =  i  un  cercle  AMBA ,  la  perp^ndîcn-c 
laire  MP  sera  le  sinus  de  Tare  AM ,  et  CP  «n  sera  le  cosinus  :  si  l'oi^ 
mène  l'ordonnée  f^m  inCniment  voisine  de  PM^  Tare  inBnimcQt  petit  Mnt 
qui  est  sensiblement  une  ligne  droite  ,  sera  la  diffcrcntielle  dx  de  Tare 
A  M  =  X  \  nm  sera  donc  celle  de  sin  x ,  et  Pp  ou  Mn  celle  du  cosinus, 
nais  cette  dernière  difféjcentielle  doit  être  prLie  négativement,  parce  que 
Tare  AM  croissant  de  Mm  =r  dar,  et  le  sinos  de  mn  •=  d  (sin  x] ,  1^ 
cosinus  diminue  de  Pp^=-  Mn  ^  qui  sera  conséquemment  —  d  (cos  jt). 

Cela  posé ,  en  considérant  le  petit  triangle  Mrnn  comme  ayant  ses  trois 
côtés  rectilignes ,  conune  d^ailleurs  ces  côtés  sont  perpendiculaires  à  ceux 
du  giand  (riangle  CPM  ^  ces  triangles  seront  semblables,  ft  donneront 

CM  :  CP  :  :  Mm  :        mn=      dx  .  cos  X 

CM  :  PM  :  :  Mm  :  —  A//»=  —  dx  .  sin  x  ; 

donc  encore  $ 

d  (sinx)  =:  dx  .  CMX,     d  (cosx)  =  —  dx  sin  x« 
l*oiir  CM  =  r,  on  trouve 

dx .  cos  X                                  dx  sin  X 
d  ( sin X  )  ^  ■   ■  »  d(co8x)=— • 

Si  maintenant  le  rayon  CA  éunt  =:  r ,  on  dési^^e  l'arc  AM  par  s , 
tt  conséquemment  son  accroissement  infiniment  petit  Mm  par  d* ,  AP 
par  X,  PM  par  y^  en  sorte  que  Pp  ==  Mn  =:  dx ,  nm  =  d^,  U  triangl« 
rectangle  Mmn  donnera 

df  =:  V^dx»  •+-  ây^. 

Or  Téquation  du  cercle  est  ^  =  v  arr  —  xx ,   d'oîi  l'on  tir« 

rdx  —  xdx  ('■  ""  ■^^*  ^^ 

dr  ^  • —  —    et    djr*  =: — — 

y  arx— XX  a  rx— XX 

Substituant  cette  valeur  de  dy*  dans  la  formule  de  dj ,  et  réduisant  ^  on 

trouve 

rdx 
(i)  .   4   .  d*  = 


V/  a  /x  — 


XX 


^  étant  le  tinitf  verse  cfe  Tare  AAf,  Ia  même  ^qutlion  da  cercle  donne 
r— x=Vrr— ^j',    don    —  dx  =  i 

•ubstituaUt  cette  valeur  de  dx*  dans  Texpression  dé  df ,  et  rédiilsiant ,  on 
trouvera 

(4).   ,    .  ds=t  ^       '   J 

Y  éxxni  le  sinns  de  Tare  s  dans  un  cercle  dont  le   ravon  ^  r.  Ccst  U 
formule  trouvée  (pag.  4^)  pour  r:=  i. 
A  cause  de  CP  =  C-.^  — ^  -^^»  o^  w  =  r  —  ar,  on  a 

dx  :=  —  da    et     Va  rx  —  xx  =  yrr  —  im*  j 

ainsi  la  formule  (1)  devient 

'  ràu 

(5)   .    .    .    d^  = ■  i 

yrr  —  uu 

u  êuut  le  cosinus  de  Tare  s  dans  le  cercle  d'un  rajon  =  r.  Cest  la  for* 
Mule  trouvée  (pag.  44)  po»""  r=  i. 

La  trigonométrie  donne  cette  relation  t  =  — ^  i  t  désignant  la  tangente 

u 
de  Tare  AM ,  u  son  cosinus  ,  et  y  son  sinus  :  on  a  donc 

^=       ■    y    don    r  =  -- —  j    d^  = 


Vrr  —  jy '='  —        — . 

V rr-if  tt 

Substituant  ces  valeurs  de  d^  et  de  V  rr  ^*jj-  dam  (1) ,  on  trOnrera  J 

r»df 


(4)  «    •    .  d5  =r 


rr-»-t« 


Cest  la  formule  trouvée  (prig.  44)  p<mr  la  différentielle  Je  Tare  dont  la 
«Migente  est  t  dan^  Fhvpotiièse  r=  i. 


V 
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t'  étant  la  cotangetete  àc  rare  « ,  on  a  t'  = 9    =  ^V^''  "  ^X    i 

y  r 

donc 

y*  de' 
(5).   .   .0,=  -— __•, 

rr  -f- 1  * 

formule  trouvée  (  pag.  44  )  V^^^  ^  difTérentielle  d'un  trc  ,  donné  par  Ift 
Cotatigeote  y  en   supposant  r=  i. 

Enfin ,  q  étant  la  sécante  et  q*  la  cosécant^  de  l'arc  « ,  on  a 

M  coiiséquemnieat 

((5)  .    .    .  d*  = >     d*  =r  — ■     .    .    .  C?) 

7  V   V^  —  '*''  9  V  q'q  —  rr 

^ 

Si  Ton  part  de  la  formule  du  binôme  étendue  à  tous  les  cas  de  Fexpo^ 
sant  (  pag.  T)  et  a8  ) ,  et  qu'on  en  déduise ,  ainsi  que  je  l'ai  (ait  (^%.  \ 
chap.  XXn  ,  3«.  écUt.  )  >  le  développement  du  log  (x  +  i  )  ,  qui  est 

loc  (x  +  1)  — loaxsr-—  I r  "*-  TZ T"  "*"  ctcU 

^^  '        ^  /«\ax  +  «  3(ax-l-i.)ï  | 

qu'ion  remplace  i  par  àx  ^  supposé  infinimetet  petit ,  et  qu^on  rejette  cou- 
séqucmment  les  puissances  de  dir ,  supérieures  à  la  première  y  et  dx  lai- 
même  devant  a  x  ,  on  aura 

log(x-t-dx) — log*ï    ou    d(Iogx)  = » 

ia      X 

la  étant  le  logarithme  népérien  de  la  baie  a ,  et  log  désignant  les  logt^ 
lithmes  calculés  sur  la  base  a.  Alors  de  a'=^,  on  déduit 

I     dr 

X  =  log^>    d'où   4x  = > 

la     y 

et  oonséqucmment 

d (a')  =s  &t  •  a'  dxè 


ï)f  feef'èift^rentielfci  première»  de  logx  et  û"^,  on  passera  aux  difiërtnA 
àdlcs  successives,   d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  bauu 

Pour  différenlier  /(a>»  ^î  '*)  >  />»  7>  '">  «*<^' >  ^^^^  ^^  fonctions  de  a:^ 
on  changera  x  en  jr-+-dx  dans  p^q^r,  etc.;  on  fera  les  opérations  indi-^ 
quëes  par  Je  signe  /*>  de  manière  cependant  à  se  borner  aux  termes  mul-a 
tipiiés  par  àx ,  dotol  la  somme  sera  la  différeoiielle  dB/(f/,  7 ,  r,  etc.)) 
démontrée  dans  le  chapitre  cinquième. 

Quant  aux  équations /(j,  x)  =  o  ,  dans  ksqnellet  x  «•'  ^^^  fonction 
de  X ,  on  difEei-entie  par  rapport  à  ^  en  observant  les  règles  précédem- 
ûîcnt  démontrées  ,  on  divise  par  dx ,  et  on  égale  le  rcsulut  à  zéro.  On 
trouve  de  la  même  manière  les  dérivées  consécutives  auxquelles  on  es! 
parvenu  dans  le  sixième  chapitre. 

Pour  résoudre  la  question  du  chapitre  septième ,  d'abord  dans  le  cas  le 
plut  simple  où  il  s'agit  de  passer  de  l'hypothèse  de  /■  =  A  à  l'hypothès^ 

dj*               \dxj 
inverse  de  x  =  f^ ,  c'est-à-dire  d'abord  du  -\-~  au >  on  différent 

dr    . 

tiera  le  coefficient  dilféreutiel •  à  la  manière  d'une  fraction,  en  regardant 

dx 

dr  comme  une  consunte  ,  et   en  représenunt  la  différentielle  de   dx  par 

d  (  dx  ) ,  ou  plus  commodément  par  d'x  ,  et    on  aura 

d'x 

dv  d'x  dy^  X 

.«-  ■  *^  se  —  ■      =  -*- i  Pour  trouver  la  formule  qui  doit , 

dx»  /"-^Y  *'*  '  -v-         I 

Vd^y' 

d'j"  d^d«x 

•oua  la  même  hypothèse ,  remplacer  le— — •>  on différentiera  -^  ■■  ■    » 

et  on   trouvera  .^ »•... • 

—  d^dx'd^dc  H-  3djrdx«  (d*x)»    __   5d^(d'x)*  d^d^x 

dx7  *"  dx«  dx4 


(d'x  \*  d>x 

d^y  dj^  Sx-'-  ±' 


—  — 7-  ♦  et  ainsi  de  snite.  Dana 


(dx  \5  •  dx  \4  x'*  x'* 

la  question  plus  générale  ou  x  et  ^   sont  fonctions  d^me    troisième   va- 
riable ,  on  ûdt  varier  en  même  teuia  dx  ctdjr,  et  les  coefiicicns  dilGérentiels 


I, 
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6e»  »€cou<i,  troisième,  quatrième,  etc.,  ordres  font  i*emp]Acét  JJië 
dx 

4r 

dx  d'r  —  dr  d'x 

«  — £ :L i 

^  dx3 

}àx^d^j'^Zdxd*xâ*j''^3ûr(d^xy  —  d r  d^ d»x 

••=  irr^ 

dx'  d<^  —  6dx>  d»x  d^^  —  4  (dx)»  dy  d'x 

-4-  i5dx(d^x)«dvr-Hodxd^a«xd3x  — iSd^(d»x)a^ (dx)«  drà*r 

""  dx7 

etc. 

i  dxd'y*— dt'd*'^ 

l^ous  nous  bornerons  à  constater  Tidentité  de  la  formule  ~ ~ -^ 

dx' 

avec  celle-ci  -^ ^ donJiée  (pag.  90)  t  ccUè  dernière  cM  •    •  } 


d£*  dt*        dx  ,  ,       <îr 

d'r  —  d»x  ~- 
dx 


/  dx  \»  dx» 


en  omettant  le  dx  qoi  rappelle 


la  variable  dont  x  et  ^  sont  fonctions  {  enlin  ,  en  multipliant  haut  et  haë 
paf  dx,  on  retombe  sur  la  transformée  tf.  Ainsi,  dans  ces  formules  ^, 
r,  #,  etc.,  déduites  les  unes  des  autres  par  la  difTér^ntialion ,  on  est  averti, 
par  les  différenliellcs  de  dx  et  de  djr  qu'elles  contiennent,  que  x  et  j^  sont 
des  fonctions  d''une   troisit-me  variable. 

Les  chapitres  VITI,  IX,  ^,  XI  et  XII  ne  sont  susceptibles  d^auctme 
abréviation  par  la  méthode  des  infiniment  petits.  ^ 

Dans  le  chapitre  treizième,  011  il  s^agit  de  trouver  la  dîlférenticUe  d^une 
fonction  d«  plusieurs  variables  indépendantes,  et  d^abord  de  u  =  /(x,^*), 
on  attribuera  à  x  et  j^*  les  accroissemens  iDfioinKnt  ])etils  et  indépendans 
dx  et  dj- ,  et  alors  u  prendra  Taccroissement  inCniment  petit  du  ^  on  dëve- 
loji^ra  /"(x  -4-  dx,  jr  ^  dr)  jusqu'aux  termes  multipliés  par  dx  et  àjr 
inclusivement,  fen  rejetant,  comme  nuls  par  rapport  à  ceux-là  .  les  termes 
multipliés  par  des  puissances  de  dx  et  d^,  et  par  d<>s  produits  de  ces 
àiccroissemens ,  et  la  somme  Pàx  -4-  Qdj^  sera  la  différcntieUe   prcmitrv 
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i».  Ainà 

au  ûa 

au  =  PAx  +  Qàr  =  —— dx  +  -— -dy, 

'  dx  4^ 

fai  di£Gk«Ddant  de    nouyeaa   par  rapport  aux  Ttrifdilef  «  et  ^  ({ai    sont 

du        du 
dans  Itis  coeffidetts  diâërentiels  -- —  «  -^ —  ^  on   aoit ,   d'après   la  nota- 

dx        dj^ 

tiOB  OOllTCBUe^ 

d«l«  ,  4'»     ,    *  àm     .    ^         d»te  ^ 

d*»  = dx«-*-     dxdr-4*  — -d*dr+  — dy« 

dœ*  Ûxûx         ^        dàcây         '^        4/* 

d»tt  ,  d»i«      ,    ,  d*i«   . 

as -— dx« -»*  a  — -— •  dxd^  4- -— d^. 
dr«  dx^;'  dj* 

Oa  passerait  de  la  même  mani^  aux  dîiSérentielies  sticcesAives.  Ce  qtie 
nous  Tenons  de  dire  s^ëtend  anl  actions  .d^on  nombre  quelconque  de 
tariables. 

Le  chapitre  qmnzième  s'^abrège  ainsi  \  on  mène  une  ordonnée  PM  an  Fig.  $24 
point  de  tangence  M  et  une  ordonnée  infiniment  Toisinc  P*M'\  alors  le 
QÔté  MM*  peut  être  ref^ardé  comme  une  petite  ligne  droite  qui  est  tout  à- 
la-ibis  un  élément  At  la  courbe  et  de  la  tangente  qui  n^en  est  que  le  pro- 
longemenu  Si  x  et  y  sont  les  coordonnées  du  point  M^  et  s  Tare  ^AI  ^ 
on  a  Mm  =  dx ,  M'm  =  djr ,  MM'  =  d«.  Soit  la  perpendiculaire  3/iV 
tn  M  kU  tangente  TM  t  les  triangles  semblables  MmM\  TPM^  PMIf^ 
donneront  les  quatre  proportions 

mM'(iy)  -.mM  (dx)  :  :  PM{j-)  :  PTx  -^^  =  Mii^-ttiif , 


miif'{ar)  :  ]UM\is)  :  ;  PM^j-y  :  jut= 


djr 


Mm  (dx)  :  MM\àM)  :  :  PMi.y)  :  Mî(:=z  -^ 


dx 


ilfm(dx)  ;  mM'{àj)  :  :  PM{j^)  :  PJSx=z  J^  :^  umê^TiiMm» 

Notre  objet  nVst  pas  d'abréger  la  rechercbe  de  Texpression  du  rajon  de 
«pnrbure  donnée  dans  le  chapitre  seizième  >  mais  de  montrer  encore  It 
oouicideoce  des  deux  méthodes. 
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Ajaot  mené  les  deux  ordonnées  PM ^  FM'  infmSmeot  voisiuis ,  soient 
\t!i  uogeDUs  MT^  MfT*^  et  dv  polot  T  soit  fàmm/km  la  perpendiculaire 
53  ^  •  -*^'^-  Si  oa  mène  les  perpeodiculaires  iWC,  Af'C  à  MT ,  M'T  en 
^  et  Af'  jnsqu^à  leur  rencontre  en  C,  MC  sera  le  rajon  de  courbure  ^ 
e^est-i'-dire ,  le  kjob  d'un  arc  qni  coïncidera  arec  la  courbe  dans  Pâé- 
ment  infiniment  petit  MM',  La  question  est  donc  de  trouTer  CM  ou  CM* m 
Onaij4P  =  XyPM=j^,MM'=zâ«fCM=r,Mm=:dx,m]^f'=zdxy 

ai 
MT  ou  M'T^r '   ^  observant  que  Its  lignes  MT  et   A/'T  dc 

difibrent  que  de  Finibimetit  petit  MM'.  Les  tangentes  MTyM'T*  pouvant 
être  regardées  comme  des  lignes  parallèles  ,  parce  que  l'angle  T'M'Tzs  M  CM' 
est  infîniment  petit ,  les  triangles  rectangles  Th  T'  et  MmM'  sont  semblables  ^ 
comme  ajant  les  angles  T*  et  M' Mm  égaux ,  et  ils  donnent 

MM\i^)  :  j»f'm(4r)::î-y(d(r^-'))  :î'A=^xd(r^-x). 

Les  triaagltf  rectang^  M'hT^  CM3f ,  dont  les  angles  aigus  C  et  hJi'T 
fcont  égaus ,  comme  formés  par  des  côtés  perpendioulaires,  donnent 

donc 


ta*M*« 


a^a(^-^-x) 


e:ipres8ion  générale  du  rajon  de  courbure.  Maintenant,  en  efTectnant  bi 
difîérentiation  indiquée  dans  le  dénominateur ,  ce  qu*on  pourra  faire,  ou 
en  ne  supposant  aucune  diflerentielle  constante  ,  ou  en  regardant  comme 
telle  Vfiue  -dics  dififérentielles  dx ,  àjr  ou  ds ,  on  aura 


d5>  > 

I»,  .  .  .  r  ^  -- — ,  — -—  >  aucune  diflerentielle  n'éunt  constante, 

dy  d'x  —  dx  d'ir   } 


2«.  •  .  .   r=: 


—  dxd*jr 


>  dx  étant  constante,  ce  qvii  donne  d»x  =r  o. 


|a«  étant  consiaute  ,  ce  qui  donne  d^s  =0 , 
ou  ,    à   cause  de  as*  =  dx>  -i.  d^a  '     ' 
.ad4rd-x  +  ad^d«^«e,    d'où 
«                drd'j: 
dy« ^ 
dy  d*r 
et  d'if  =•  -  SLiZ. 

dar 
«OUI  la  fotm% 

dxd»/^  dîrdy         ""  y         * 

r'  étant  =  -;—  et  r^sr  — » 
d*         "^  d«» 

« 

Si  BF  est  la  développée  de  jIM^  et  qu'on  fasse  AP  =  Xj  PM  ^sy 
AM-s,  MCzzr,  BQ  =  t\   ÇCrru,  la  longueur  dopné^  AB=a[^'^'  ^ 

«....  ,^  ^iv,^-^,  ^^,,ii.  _^.  ,,,,„; 

constante.  Or,  les  triangles  aemblables  MP^^  MLC ,  donnent  les  pro- 
portions  " 

JUPor)  :  m(,  +  /)  :  :  />iv(j'-^)  :  £c (»-,+«), 


if  où  on  tîr« 


P 

(^4-Od5 

rat  >■  ■     ■       I  I  I ■ 
.  dx 


Or ,  d'i^ès   réqnaUon  difKrenciée  de   h  courbe  ,  on   ann  d^  et  dj  en 
dx  5  dx  dispvaitra ,   et  le»   deux   équadons  précédeoies  seront    en  r   y 
u  et  r.  Eliminant  x  et  jr,  U  reliera  une  éqyauoo  entre  ^et  »,  qui'seï^ 
celle  de  la  dérdopp^g^ 


r 


f 
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liM  foimtàeê  pour  U  qnftdrttore  et  la  recdfieitiali  àeê  eombet,  âaimêm 
éanM  le  dik-teptiènie  cliaintre  y  s^obcîmiunt  far-le-chainp ,  quand  oo  em- 
ploie la  coDiidératkm  des  iofiniiiicnt  petits. 
Fig.  55.  Soient  AP  =  te,  PM^jr^  et  soit  menée  Tordonnée  infiniment  ^-> 
-sine  P*Jlf:  on  anra  tonjonr»  PP'  =s  Mmsz  dx ,  m3î'  =  d^^  et  le  petit 
trspèze  PM3tP'  sera  Télément  on  raccrotisement  infiniment  petit  de  la 
sorfiioe  cnrriligne  APM  :  ce  trapèie  ne  di£ftre  qu'infiniment  pen  du  rec- 
tangle PMmP'  ^jràx\  ainsi /^r  seia  la  snrfiioe  AMP  j  es  signe  y* 
délignant  la  somme  des  petiu  âémcns  PBHH'P'  contenus  dans  APM. 

La  considération  da  triangle  rectangle  MM'm  dont  les  o6tés  sont  infi- 
niment petits,  donne,  en  ftisant  AM^sê ,  et  iwurfgnsmmeni  JfJf  sd#, 

d5 s=  v/dx« 4- d^ ,  ^^-^-y^-^C'^-y* 

Le  chapitre  dix-hmiîime,  dans  lequel  on  donne  la  méthode  pour  troorer 
lei  plus  grandes  on  les  moindres  Taleurs  d^ne  fonction  d'une  Tariafale , 
ne  peut  être  abrégé  par  l'emploi  des  infiniment  petits;  noms  en 
autant  du  chapitre  dix-neuvièma* 

Nous  passerons  au  tingti^e  chapitre,  et  en  appliquant  les 
petits  à  la  reclierclie  de  l'expression  du  lajon  de  courbure  des  courbes 
au3L  cooidonnécs  polaires ,  nous  dopnerons  encore  diifttentss  eipteaions  dees 
rsjon. 
Fîg.  56.  Soit  la  couribe  AMS  dont  F  sait  le  pôle  ;  soient  FM  et  Fm  desB 
ordonnées  infiniment  Toiânes ,  Mt ,  mt  les  tangentes  en  3f  et  m ,  sur 
lesquelles  on  abaisse  du  pôle  Fies  perpendiculaires  FT^  Fty  Mm\  Tt'  da 
petitstfcs décriu  du  pôle  F ayec  les  rayons  FMy FT.  Faisons FM= s, d'où 
rihn'  =  d{,  Jlfm'  s:  d>,  Mm ^  as ,  CM^  r  qui  désigne  le  tvyoa  Tecteur. 

A  cause  de  Tangle  infiniment  petit  MFm  ,  jes  droites  FM^  Fm  peurent 
être  regardées  conmie  pareilles ,  et  lei  uiangles  rectangles  Mm  m ,  BiTF 
semblables ,  parce  que  Pangle  FMT  ne  surpasse 'iK/mm'  que  de  Fangle  infr- 
niment  petit  MFm^  donnent  les  proportions 

Mm{^)  iMm'iiy)  :  :  Fm(t)  :  FT^  j-^. 


ilfm(d*)  :  nmi'  (d,)  :  :  FM{0  :  MT:=:  t 


de 
d« 


D'une  autre  part,  les  droites  MT-y  mtj  penrent  être  regardées  comnw 
pazallèks,  parce  qu^elles  comprennent  tu  angle  infiniment  petit,  et  il  aft 
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ml,dt  mkm  dei  dnâm  FT  «t  Pt-^  donc  Th  et  tï  sercmt  des.  lignes 
éfffàts  :  or ,  t'<  éiMut  raocroMsemeoC  iafimoMst  peth  de  FT  ,  pour  lo 
pftsiage  du  point  M  an  point  >9  ^  il  t'ensoit  qœ  t't  =  7%  est  k  difTéren- 

tttllo  de  FT  i  on  a  donc   7A=  d  f^{  • j*.  Maintenant  Icf  trianglet 

atmblahlet  mTh ,  CMm  donnent  la  proportioi^ 

n(^(%  ~))  :  mT^MT (,  -^)  :  :  Hm^  (d#)  :  C«f  =  r, 
dTo&FoAtim 


rs  * 


\    d»    / 


On  pant  ie|  anppoeev  on  ^'ancnna  différentiel]^  n*^  constante ,  ou  ^oe 
Fana  ou  Tautra  des  quantités  df  ^  d^)  dt  est  constante  :  on  a 

t^<^* laocnne  difffiieDtialk  m'Aini  cons- 


!•.    r 


'  dfid>d# -4- fd«d«ii  —  (4d*a      i    tu^ta. 


^_ d»» 

d>)  +  d>d|>+tdf4 


»•• 


Îeii  éliminant  du  dénominateur  da 
et  d*a  au  mojeu  de  (a  relation 

i^*      Cdy  étant  constante  )  ce  €[m  donne 


dy*  +  d>di«  — gd>d"f 


{dy  étant  ce 
d'ysso. 


•a^  t^*  f  dt  étant  conitante^  ce  qui  donna 

dy*  +  d>d|«  +  |d^d»>         \    d't  =k  o., 

4..    r= -i*^i; 1 

a^Of  -I-  id*>  1^  ^tant  une  constante  9  ce  qui 

Om  /     donne  d*#  =:  o  ou 

jd>da I    dfd-i -*r  <W^>  =5  o, 

/"■  dy»-.,d»|  \ 

Au  lieu  de  prendre ,  comme  nous  Tenons  de  le  faire  ,  les  abscisses  y  sur 
des  circonférences  dont  les  rayona  ;  fanent  continuellement ,  il  est  plus 
commode  de  compter  oos  abscisses  sur  des  circonféreucesd'un  rajoii  constant. 
Soit  donc  ,  k  cet  effet ,  décrit  du  pôle  i'' comme  centre  ,  arec  le  rajon  FQj 
le  petit  arc  Qç  ^  en  supposant  FQ  =?  i  >  (>7  =s  dy ,  on  aura  ày  a  (da 
et  d«>^d{d»-t-|d*f.  Ainsi 


r 


(US 


j*t.>»  +  Acl#d( 


: <  d#  éunt  constinte* 


4«.    r; 


oa 

fd#di 


adfd>  +  «d>         .     \  a#  étant  contante,  et  d#»  étant 

=  dj»  +  d>S  =  é|>.-^t*<^* 


r  = 


fd^>  — d«| 
Lt  formale  a«.  après  la  tuhstiiuuon  ù\te  pour  d#  de  n  talenr  •   •  •  • 

%/d(i  ^-  <1>»  =  \/d7T7dï^=df  L^  0  +  l'T'T»  «*  *"  réductions , 
devient  ^ 

'.deV)^ 


{••.*  (t 


f"  +  a 


/  d?  Y  d't 

KàpJ       *  dt« 


expreflston  du  rajou  de  courburf  trourée'  (pag»  3aa% 

Fig*  55r  Dan»  le  chapitre  XXI  ^  noua  oonsidéi-ona  lo.  la  surface  engeudréepar  la 
révolutioA  de  J'arc  j4M  autour  de  Vaur-  ^Jl  :  le  pfliv  arC  I^IM'  engendre 
«iB«  pt'iile  zônespbéfiqae  ou  ooniciue  qui  a  pour  valeur  MM*  x  drconf  J//*, 

c'f si-à-dji e ,  ^nyV  dx*  -¥-  éy* ,  r  étant  la  riroonférenoe  dont  le  diamètre  =  19 
en  sorte  que  la  surface  finie  engendrée  par  Tare  ^M  »  «'St  ^  •    •    •    •   •  • 

^vfy\/dx'  4-  dj-»  =  ^wf^dx  1/    I  4-^  -- —  J  •   a«.  le  solide  de  révubi- 

tion.  Or,   le  trapezoïde  PMM'P'  engendre  an  petit  Tolume  qu'on  peat 
regarder  comnr.eun  prisme,  lequel  a  pour  va'eur i'i-'iy cerc.  MP^  c'eat-k— 
^'S*  ^7*  d^c  ,  er^djr  ^  conséquenunent  le  volunu;  Uni  est  donné  par  trfy*àx. 

Passons  li  la  mesure  des  volumes  et  des  suHàcei  en  générai,  donnée 
(cLapiire  XXIV  }.  i«.  Soient  trois  axes  rectangulaires  jiX^  ^^^  %  ^^  '"  ** 
on  conçoit  le  recungle  Mmfg  ajant  pour  côtés  Mm  ^  dx  ^Mg  =?  d)^,  dr 
«t  ày  étant  des  accroisaemeos  infiuimfnt  petits  ,  et  par  les  points  AT,  m^ 
f  et  g  àa  ordonnées  Terticalcs  jusqu^à  la  snrlate  >  on  aura  le  toluia» 


1 
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ëléncDtaipe  MmfyNntu  ;  Dr,  lâ  par  Vcxtré^iité  iT.ile  rordpim^  MK 
que  je  suppose  la  plus  petite  des  quatre  ordonuées  verticales ,  on  suppose 
«n  plan  borisontal  ttrmM  par  les  quatre  fiioei  du  petit  solide,  on  anrv 
décomposé  ce  petit  volume  en  deux  autres  dont  Fun  aura  pour  expression 
xdxd^  et  l'autre  sera  négligeable  par  rapport  à  celui-là  ^  en  aorte  qu'on 
aura  Jfzàxày  pour  expression  du  TolniDe  fini, 

2<*.  Passons  à  la  recherche  de  l'expression  de  Taire  de  la  surftce  courbe  qui 
Couvre  le  ▼•lume  V^  et  désignons  cette  surface  par  U* 

Ob  sait  (*)  que  Taire  d'un  paralUlograinipe  plan  ELTR  ^  situé  d'une  Fig.  58* 
manière  quelconque  dans  Tespace ,  est  égale  à  celle  de  sa  projection  horison- 
taie  KXVY^  divisée  par  le  cosinus  de  Tangle  d'iodinaison  du  plan  Ef^R        « 
suffisamment  prolongé  sur  le  plan  horisonul.  Or  ,  OH  éunt  la  rencontre 
de  ces  deux  plans  «  si  par  Vaa  mène  la  perpendiculaire  VK  ^  et  qu'on 
joigne  T  et  K^  Tangle  VKT  sera  Tindinaison  des  deux  plans  en  ques- 

tipn.  On  a  d'abord  cos  VKT  =  "rrrr  '-  posons  IfX  =  m ,  NV  =  n , 

2CL=:a,  frr=b,  rn^c,  d'où  on  conclut iV:^  =ç«H-c  — *  (**). 
En  menant  OQ  parallèle  à  iVJT,  et  prolongeant  TL  ,  VX  jusqu'à  leur 
rencontre  en  ^sur  la  ligne  OH^  les  triangles  rectangles  semblables  OQH  y 
FKff,  donnent 

OH  :OQoixJS2C::HF:  KV^  ^^^.t-  * 

UH 

}e%  triangles  rectangles  semblables  TVHy  LXH  donnent. 

LX  \XH\\VT\  VH,  ou  VT^LX  \  VT  \  vVH-^XH  \  VH^ 

nb 
donc  VHri=-  >  dans  le  triangle  rectangle  QOH  <^  on  a 


el  a  s'agit  de  trouver  QH  =  VH  -^  FQ—  VH-^OF',  or  on  obtient  OY 
en  comparant  lea  triangles  semblables  RVO ,  EJNO  qui  donnent 


(**)  En  effet,  la  earfsce  ELTR  ^tent  plane,  et  les  ordonnées  NE ,  YR,  XL,  VT 
étont  sopposées  eroissantes,  il  résulte  de  l'équation  du  plan  EN  =  z  s  y/x  •^  9^  *^  ^i 
que  EN-*-  VT^  ril •f.^I.id'flù  ENz:  lH-hXL^  FTSe -t-m^b. 
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jra  :TfE  :  :  to  iJNO,  a'où  tr-^NEWR  :  :  ro^NO  :or^ 

aonc  Or  =  -; 1  Onconnaitdonc  Q^;et«n  obiervamqiieO0=  »» 

on  conuait  aoui  Oi^  :  par  cet  suUtltuûoxis 

,,^       BVxJSX        mrA 

doù  il  rénilte  qne 

*»/ [  m' (*  —  a)«  +  H»  (A  —  c)»  +  w'/i»  ï 

ATs.      ■'  ■ i-> 

>/{i?i»  {b  —  fl)*  ^.  n*  (6  —  c)*} 

ainu 

mis 

oos  TKV • .  • 

V^Jm?  {b  —  «)'  -»-  II»  (6  ^«)«  +  iw»ii»  l 

et  cons^qnemiDent 

aire  ELTH  =  v^\m*  {h  —  «)»  +  n» (6— c)«  +  m«ii«  }. 

Suppofout  maintenant  une  snrfiice  courbe  qui  paKse  par  Ica  quatre  poînti 

E  ^  Ly    T^  Ry   et  qui  ait  pour  équation  » ^/(x^^) ;  z  étant  Fordoimég 

NE  ,    et  soient  JNX^ttx^    NY  =i  dy\  on  aura  2X=/(x4-ax^) 

r^=/(j:^y-4-dx),  rT=/(*  +  d*,^+d7),  en  sorte  que  les  difié- 

ds  d« 

rcntidles  partielles •  dx^  -- —  dr  .  dont  la  somme  compoie  la  difiKren* 

dar  V 

ds  ds 

tielle  totale  dz,  seront  JT^  — iV£=  --—  dx,  et  J7l  — iVjPsr  -- — dy, 

dx  djr 

en  supposant  les  aecroissemcns  dx  et  dj^  infiniment  peau ,  hjpocbèse  sont 

laquelle  on  sopprim^   les    termes  d«    deux  dimensions  do  ces  accrokw* 

mens  dans  XL  ^  YR   et   VT '^  alors,  la   portion  ERTL  de  la  surfiice 

de  courbe,  devient  sensiblement  plane  ;  or ,  à  cau^e  da  m  =s  d*  >  n  ^  df» 

dx  dz 

6  —  a  =:  — ; —  dr ,  h  —  c  =  -- —  dx ,  on  a 

djr  dx 

annule  trouyée  (pge  399}. 
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Des  Limites. 


«  Mmtlaurin  et  ttjilanberi  fondent  le  etlcnl  diffîrentid  sur  let  limites , 
((  et  regardent  le  rapport  dee  difiérèntiellcs  couime  la  limite  du  rapport  dea 
«  diCférencet  finies ,  lorsque  ces  difBbenoes  deTÎeuneot  nulles  (  M»  Lagranje  , 
f(  Caicul  des  Fonctions  ^  leçon  f*.)  » 

(t  Cette  manière  de  représenter  les  quantités  di/Térentidlcs ,  ajoute  ce 
«  géomètre ,  ne  frit  que  reculer  la  difficulté  j  car ,  en  dernière  anal jie ,  le 
((  rapport  des  difiCSrences  éranouissantes ,  se  réduit  encore  à  celui  de  xéro 
<(  par  zéro.  » 

(c  D^ailleurs ,  on  peut  obserrci*  que  c^est  improprement  qu'on  applique  le 
Cl  mot  connu  de  limite  à  ce  que  devient  une  expression  analytique,  lors- 
«  qu^on  y  fait  éyanouir  certaines  quantités,  parce  que  ces  quantités,  après 
a  avoir  décru  jusqu'^à  zéro,  pourraient  encore  devenir  négatives.  De  ménac 
4c  qu'en  géométrie ,  on  ne  peut  pas  dire ,  à  la  rigueur ,  que  la  sous-tan- 
a  gente  soit  la  limite  des  sous*sécantes ,  parce  que  rien  n'empéclie  la  sous- 
«  sécante  de  décroîtra  encore  lorsqu'elle  est  devenue  sous-tangente.  )> 

«  Les  véritables  limites ,  suivant  les  notions  des  anciens ,  sont  des  quan- 
Ci  tttés  qu'on  ne  peut  passer ,  quoiqu'on  puisse  s'en  approcher  aussi  près 
«  que  l'on  veut  :  teUe  est ,  par  exemple ,  la  circonférence  du  cercle  k 
«  regard  des  poljgones  inscrits  et  circonscrits,  parce  que,  quelque  grand 
»  que  devienne  le  nombre  des  côtés ,  jamais  le  polygone  intérieur  ne  sor- 
«  tira  du  cercle ,  ni  l'cxtérietir  ni  entrera  j  ainû ,  les  asymptotes  sont  de 
«  véritables  limites  des  courbes  anxqudlefi  elles  appartiennent.  » 

«  Au  reste ,  je  ne  disconviens  pas  qu'on  ne  puisse ,  par  la  considération 
tt  dcâi  limites  envisagées  d'une  manière  particulière ,  démontrer  rigoureose- 
<c  ment  les  prineipct  du  calcul  difffrcntiel,  coonme  Maeimurin,  (tyflembert'^ 
u  et  plusieurs  autres  après  eux  Tout  fidt.  Mais  Tespèce  de  métaphysique 
H  que  l'on  est  obligé  d'y  employer  est ,  sinon  contraire ,  du  moins  ëtran- 
<{  gère  k  l'esprit  de  TanalyRc  qui  ne  doit  avoir  d'autre  métaphysique  que 
«  celle  qui  consiste  dans  les  premiers  principes  et  dans  lea  opérations  fon- 
«  diimentalcs  du  calcuL  » 

c(  Quand  on  approfondit  ces  différentes  méthodes ,  ou  plutôt  ces  diilé* 
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«  rentes  manières  d'envisager  la  même  méthode,  on  trouTe  qu'elles  n'ont 
<c  d'autre  Jbut  que  de  donner  le  moyen  d^obten^r  séparément  le  premier 
<t  terme  du  df'velopperoent  d'une  fouctiony(x  -t-  Âx)«— yx,  en  le  déia- 
(t  chnnt  et  l'isobot,  pour  ainsi  dire ,  du  reste  de  la  série,  parce  que  tous 
«  les  problèmes  dont  la  solution  exige  le  calcul  difiérentiel ,  dépoioent 
«  uuiquement  de  ce  premier  terme.  » 

Dans  ce  qui  va  suivre ,  il  faudra  soigneusement  distinguer  entre  la  dimi- 
ni^on  de  la  quantité  par  voie  de  division  et  celle  qui  a  lieu  par  soustraction. 
Dans  le  premier  ca^i,  la  quantité  ne  peut  devenir  nulle,  mais  elle  tend  sans 
cesse  vers  zéro  qui  en  est  la  limite \  dons  le  second  cas,  elle  passe  pu* 
zéro ,  puis  elle  devieut  négative ,  et  elle  croit  indéfiniment  sous  ce  signe. 
Ceftt  toujours  le  décroissement  par  voie  de  division  que  nous  sapposerons. 

Deux  variables  étant  chacune  fonction  d^unc  même  variable ,  leur  rapport 
est  une  autre  variable  fonction  de  celle-ci ,  et  il  peut  être  représenté  par 
Tordonnée  d'une  courbe  plane ,  ajaut  pour  abscisse  la  variable  indépendante 
ou  pnnci|>ale. 

Il  peut  arriver  que  la  variable  principale  décroissant  par  voie  de  division  , 
le  rapport  s'approche  de  plus  en  plus  d'un  certain  terme  quil  ne  puisse 
atteindre.  Ce  terme  est  la  limite  du  rapport  :  on  le  nomme  encore  dej^ 
nière  raison  ou  rapport  limite  ,  parce  qu'il  est  le  dernier  état  du  mpport 
variable. 

Prenons  pour  exemple  le  rapport  de  la  corde  au  sinus  dans  un  cerdc 
dont  le  rayon   =  i   :  en  faisant  le  sinus  verse  ^  x , 

corde  x/ax  \/a  /  x 

-: =      s  =     / •   •    •    '  (0 

smus         Vax  — x:p       Va  —  x 

or ,  X  diminuant  successivement  par  voie  de  division  y  c^est-à-dire,  s's^i'O- 

chant  de  plus  en  plus  de  zéro  ^  le  dénominateur  y/^  -*-  x  s'approche  en 
même  tems  de  y^a ,  et  comme  te  numérateor  est  invariable ,  le  rappoK 

tend  vers  la  limite  ^  i ,  c n  sorte  que  l'unité  est  la  limite  du  rapport 

ou  la  dernière  raison  de  la  corde  an  sinus  ,  ou ,  en  d'antres  termes  ,  le 
dernier  rapport  de  la  corde  au  sinus  ,  est  un  rapport  d'égalité.  Cest  ce 
qui  fait  dire  que ,  dans  la  limite ,  on  pent  prendre  la  oorde  pour  le  siona  , 
on  réciproquement,  et  qu'ainsi  pour  un  arc  très-peu  différent  de  tétf>f 
la  corde  différa  très-peu  du  sinus ,  ou  réâproqnement* 
£n  Élisant   toujours  sinus  verse  =::  OTi  on  a 


an  v^x.v/^  — * 

rapport  qui  anm  séro  pour  limite. 

La  dernière  rolton  du  •iiHit.au  illHit  verse ,  ,ett  dounée  par 


iin  i/x\/a  — x   _    \/a— X  ,^. 


aiu  vers  x  \^x 


•    •   • 


rapport  qui  croit  lorsque  x  dioiiove ,  et  qtii  pieot  détenir  plus  graod  qu'au- 
cune   quantité    donnée  ,  parce  que  la    limite  ^u  numérateur   étant    v^2 , 
çelU  du  déoqnûoaieor  jOH  ^  f  aiwi  la  liimte  de  ce  rappori  est  t infini. 
Le  rapport,  de  h  tiuigema  au. sinus  est»  d'apràs  (a), 


-i  = rr  * .  .  •  (4; 


sm  1  —  X 

dont  la  limite  est  encore  Funité  ^  et  il  en  est  de  même  de  celle  du  rapport 


tang  V^^x 

Il'    ....  \p) 


cord  (  j  —  ar)  w^a 

Aimi,  dans  la  limite,  ces  trois  lignes  trigf^nométnquea,  le  aiaiis  »  la  corde 
et  la  tangente,  peuvent -flrv  .prises  Ihipe  pour  Tauire,  et  Terreur  sen 
d^autnnt  moindre  que  Tare  auquel  ces  lignes  se  rapf«>r|ent ,  différera  moins 
de  zéro. 

'  S  OB  pi^aSt  isolément  les  limites  de  sinus  ,  co^inm ,  tangente,  cordr, 
sinus  Terse  ,  on  trouverait  toujours  téro  ,  ei|  i^iLc  que  le  rapport  entr^ 
lés  limites  de  deux  de  ces  lignes ,  serait  celui  de  o  à  o  dont  U  valeur 
vraie  n'est  autre  chose  que  la  limite  du  rapport ,  pour  laquelle  nous  avont 
trouvé  zéro ,  un  nombre  ou  l'infini. 

Lorsque  les  detix  variables  ne  peuvent  plus  ^tre  exprimées,  comme  dans 
les  exemples  ci-dessos^  a»  moyen  d^mie-Hroisi^me  variable,  il  faut  recourir 
à  une  autre  voie  'pour  obtenir  le  rapport  limite. 

Cherchons ,  par  «xemple ,  la  limite  du  rapport  entre  Tare  et  le  sinus , 
sans  supposer  i&  série  ^ui  dounc  le  développement  du  sinus  an  moyen  de 
Parc  :  à  cet  efiist ,  noas  partirons  de  ce  théorème  comio , 

tauff  arc 

tang>arc>sia,    d'où    — ~- >  —  >  i .  .  .  .  (6) 

sin  sin 
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d'où  Ton  conclut 


/  arc  \ 

limite  ( J  >  limite  i    ou  >  i  r 

V  «in/ 


or  la  limite  de  la  tangente  an  linaa  étant  ToDité ,  on  doit  aTOîr  en 
tèmt 


'^««(■S-)<'«> 


par  où  il  fàm  entendre  qne  dans  la  limite,  le  rapport  de  Tare  an  aîBiis 
est  comprit  entre  Funiié  et  Tonité  ,  €t  qn^ainsi  il  deTÎent  vn  rapport  d^ëgar- 
Lté.  On  a  encore 

*    ting  frc 

tang  >  arc  >  cord ,    d'où    — ^  >  — —  >  i  .  .   •   •  (7) 

cord  oord 

arc 
d'où  on  coBcIorait  »  comme  précédemment ,  qne  dans  la  limite  — -r  ^  i. 

Ainsi ,  Tare  étant  très-près  de  téro  ,  on  pent  sensiblement  prendre  Tare 
an  lieu  de  son  sinus  ou  de  sa  corde ,  et  réciproquement* 

Ce  n'*tu  donc  qu'autant  qne  le  rapport  limite  entre  deux  Tariables  ,  cit 
Pnnité ,  qu'o»  peut  prendre  ,  dans  le  Toisinage  de  la  limite  >  l'use  de  cas 
g^«ndcurs  pour  l'autre. 


On  a  trouvé  l'infini  pour  limite  du  rapport  >  ea  qui  Tent  dira 

nuTers 

qne  pour  un  sinus  Terse  nid,  ou  très-pen  difiérent  de  téro,  le  sinna  est 

infini  pur  rapport  au  sinus  Terse.  Pour  expliquer  la  chose  dans  le  langi^ 

des  infiniment  petits ,  recourons  aux  déTeioppemcns  de  «nus  et  eostmia  ai| 

mojen  de  l'arc  :  on  a 


1.9         i.a.5.4 

or ,  Tare  éunt  extrêmement  petit,  on  pent  prendre  l'arc  y  pour  ûùf^ 
et,  à  plus  forte  raison ,  J^--«  pour  sinTcrsyj  doao 


No-rstf»'  /^6é 


mais  le  aSnut  Tiei'se  étant  le  produit  de  deux  fiictenn  jr^  dont  diaéan  est 
infiniment  petit ,  tandia  qne  sia^  est  le  produit  de^  par  Tnnit^,  sin  yen  y 
est  infiniment  petit  par  rapport  i  sin^ ,  on  réciproquement,  dn^  est  infi- 
niment grand  par  rapport  à  ain  ytnjr.  Ainsi ,  lorsqu'un  rapport  limite  est 
infini,  on  dit,  dans  le  langage  des  infiniment  petits,  que  le  numérateur 
étant  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  le  dénominateur  est  un  infini- 
ment petit  du  second  ordre ,  c^est-«-dire ,  un  produit  de  deux  infiniment 
petits  du  premier  ordre.  ^ 

JPour  un  arc  x  très-pen  <li£R(rent  de  sa  limite  zéro  ,  ou  infiniment  petit 
du  premier  ordre,  on  rrjette  des  séries  du  sinus  et  du  cosinus  les  termes 
qui  suJTent  le  premier ,  comme  négligeables  par  rapport  à  celutJà  qui  est 
jm  infiniment  grand  par  rapport  à  eux ,  en  sorte  qu'ion  prend 

d'ob  Ton  déduit 

COS^  1  * 

.Lors  donc  que  le  raj^rt  limite  est  nul ,  on  dit ,  dans  la  théorie  des  infini-» 
ment  petits,  que  le  numérateur  est  infiniment  petit  par  rapport  au  dénomi* 
natenr. 

Reprenons  les  dérdoppemens des  rapporti  — :i.«  • •••• — 1-«  trouvés 

(  pig.  i5}  :  le  premier  terme  de  chacun  de  ces  déreloppemens ,  est  indé- 
pendant du  Àx,  tandb  que  les  smvans  sont  multipUés  par  les  puissances 
successives  de  cet  accroissement.  Si  donc  on  suppose  que  Ax  diminue  con- 
tinuellement  par  voie  de  division  ,   de  manière  à  devenir  successivement 

^kx       ^x       Âx 

— ^-*  ^  ■ -*  etc.  •  la  variable  x  resunt  indéterminée,  la  sonmM 

lo         lOO       lOOO 

de  tons  les  termes  multipliés  par  Ax ,  pootra  devenir  moindre  que  toute 
quantité  donnée  ,  quelque  petite  quVlle  soit  ;  mais  le  premier  terme 
de  duicun  de  ces  dévdoppemens ,  on  le  terme  sans  Ax ,  ne  varie  pas  lors 
de  ces  décroissemens  du  Ax  ^  donc  il  est  cette  quantité  dont  le  rapport 
approdie  de  plus  en  plus  sans  pouvoir  r«tteindfe ,  et  de  manière  à  en 
différer  d'anssi  peu  qu^on  vondua  t  il  est  donc  ^  d^uprèi  l'acception  du  mot , 
la  limite  du  rapport 
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Cest  dans  b  dét^cmination  de  ces  premiers  termes  j  pour  chaque  fonctioB 
dom>ée  >  que  consiste  la  méthode  qu'ion  appelle  calcul  différentiel. 

On  conçoit  que  ces  notations «  .  .  •  . ,  ne  sont  plus  piopres 

à  repi^ésenter  les  limiles  des  déreloppcmens  ;  on  est  conrenu ,  pour  noter 
ces  limites ,  de  dutugor  partout  ^  en  d ,  ee  qui  donne  ces  équations 
identiques, 

^    '       dx  '  djr>        ^'  dx»  djp«-«  dx" 

Puisque  la  limite  n''e8t  que  le  premier  terme  du  développement  ordonné 
suirant  les  putsÀoces  du  Ax ,  on  est  naturelLement  conduit  à  cette  ahr^ 
viation  de  calcul ,  dans  la  détermination  des  limites  succeMÏTes  : 

Former  ie$  différenceê  de  tous  les  ordres  de  la  Jonction  thsutée  , 
mais  en  se  bornant  p*mr  chacune  d'elles  au  premier  terme  du  dévelop^ 
pement ,  changer  le  A  en  à  ,  puis  diviser  par  dx ,  dx* . . .  é ,  et  on  €t 
les  limites  demandées. 

On  est  convenu  do  nommer  diJférentieUes  successives  d'une  Jonction , 

cette  partie  des   différences  de  ^  tous  les    ordres^  propte  à   donner  les 

limites  ,  et  dans  laquelle  on  a  changé  le  signe  A  en  d. 

Les  limites  se  déduisent  donc  des  diJferentieUes ,  en  divisant  ceOes^ 

ci  par  dx  ,  dx* .... 

Béciproquement ,  on  repasse  des  limites  aux  diQérentieUes ,  en  con^ 

ày      à^jr      d'y 
sidérant  —- —  »  -- —  »  -~—  *  etc, ,   qui  ne  sont  que  des   notations  ae 
dx       dx«      dx'  ^  ^ 

limites ,  comme  de  vétitahles  quotiens ,  et  multipliant  les  deux  membres 
des  équations  identiques  [A)  par  dx ,  dx» ,  dx' .... 

Les  facteurs  de  dx ,  dx* ,  dr' ,   dans  les  différentielles  succès^ 

sives^JacUurs  qui  sont  les  limites  ,  se  nomment  coefficiens  diJJTcrentiels, 

£n  prtant  de  la  notion  de  limite ,  ou  parvient  facilement  su  coefficient 
difierentiel  du  premier  ordre  des  fonctions  transcendantes.  D^abord  pour  lex- 

ponenticUe  a'  on  fera  le  développement  de  a^*  jusqu'à  la  première  puissance 

de  Ax  (diap.  IV),  et  On  aura  -7—  =  ^a'  +  etc.  :  et  ,  pour  la  Kraite  , 

Ax 

-- —  =s  jfa    :  on  déduira  de  là  les  coeffiaieiM  suoeefiils  dont  on  reportera 
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les  Talcurs  dans  la  s^riede  Tajrtor ,  et  on  d^tcrminerr^*^  comme  nous 
rayons  fait  (  cl»ap.  IV  ).  Pour  sin  x ,  on  aura 

un  (  X  -h  ùkx  )  ^  sin  x  cos  Ax  +  sin  Ax  cos  x  ; 
or,        cos  Ax  =  (  1  —  sin*  Ax  )i  =  i  —  i  sin»  Ax  —  {  sio*   Ax+  etc.  : 


donc 


sm  Ax  sin  Ax 


sin  (x  -4-  Ax  )  —  sin  x  «>*  Ax  ^ 

^         ^      '  =:  cos  X .  — — —  —  I  stn  X  sin  Ax 


£ix  Ar  Ax 

sin  Ax 
—  |-  sin  X  .  siD*  Ax  ■  +   etc.  ' 

Ax 

sin  Ax 
or  ,  dans  la  limite ,  Ax  =:  o  ,  sin  Ax  =  o  et   — —  =  i  ; 

^x 

d(8in  X  ) 
done  ■■         '        =r  cos  x. 

dx 

Op  a    cos  X  :=  sin  (  —  —  x  J  j  x  étant  la  demi -circonférence  ^ 

donc  d(cosx)  =  d^sia   f  —  —  xjl=s'— sinx.  dx. 

Gomme  on  soit  déduire  la  dilîérentielle  du  logarithme  de  celle  de  Fexponen- 
tielle  9  et  les  différentielles  de  toutes  lignes  ti'igonométriques  et  des  arcs 
donnés  par  ces  lignes  de  celles  du  sinns  et  du  cosinu:i ,  nous  nous  borm^* 
roos  à  ce  pen  de  mots  sur  la  di£ferentiation. 

On  pourrait  appliquer  immédiatement  le  principe  des  limites  à  la  re- 
cherche des  équations  différentielles. 

lieprenoDS  à  cet  efîet  l'équation  (  pag.  66  ), 

j^  —  a  mxjr  +  x*  —  a*  ^  o. 

Ecrivant  x  -4-  Ax  pot'T  x  ,  auquel  cas  jr ,  fonction  de  x ,  devient^  +  Aj , 
Véquation  variée  subsistera  en  même  tems  que  la  proposée ,  puisque 
X  -*-  Ax  n'est  qu'aune  autre  valeur  de  x,  et  que  jr  -4-  Ajr  est  la  valeur 
de  y  qui  lui  correspond  :  si  de  cette  équation  variée  ,  on  letrandie  l'équa- 
tion primitive ,  et  qu'*oa  divise  par  Ax  ,  on  trouve 

Ay 

(  a  /  -4-  Ar  —  2  OTX  ) —  a  mAr  H-  Ax  —  a  nijr  -4-  a  x  =r  o. 

^x 

Cette  équation  étant  vraie  pour  toutes  les  valeurs  de  Ax  ,  puisque  la  pro- 
posée a  lieu  pour  des  valeurs  quelconques  de  Ax ,  on  peut  supposer  qne  x 
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dicninae  ooDlinoeOemeiit  par  tom  de  divUîon  ;  il  tendra  ren  zéro  aîdrà 
que  Ajr ,  et  on  aura  aînti  une  suite  d''équationt  de  même  forme  j  dont 
les  premiera*^  membres  tendent  de  plut  en  plua  vert  mie  limite  qui  oor-* 

Ay         o  ^J'  , 

respood  à  — =^  :=  —  »  et  qnc  nooa  noterons  par  -- —  :   on  anrm  doue 
Ax         o  ax 

pour  l'équation  limite 

(^  — mx)  —  —  m^ -4- X  =  o  :=  (^— mr)^'— wy^ -4- jc , 
dx 

qui  est  Tëquation  trouvée  (  pag.  66).  Elle  est,  en  quelque  sorte,  la  der- 
nière de  la  suite  des  équations  que  nous  venons  de  considérer* 

Pour  ])asser  à  Téquatiou  dérivée  du  second  ordre ,  oo  écrira  ,  dans 
Téquation  aux  difTérences  trouvée  plus  baut ,  x  4-  Ax  poip:  x  ,  ^  H-  Ajr 
pour  j^,  et  on  représentera  par  Ar*  ce  que  devient  Ajr  :  le  résultat  d« 
ces  substitutions  sera 

'{a(7  + A^)+ Ay--am(x-4.  Ax)J  — - --amAy-»-Ax-»aiii(^+A;') 

4-a(x-4- Ax}  =  o: 
or  on  a 

Ar'— Âr=^V^*    d'où    4y'=r  A^+ A«j<, 

doue 

A*y-^Ay 
{a(^-+-A^)  +  4;'-«- A>^— 2m(x4-Ax)}— î^- — =^  — aiif(Aj^4- A^^) 

H- Ax  —  a  m  ( j' -4-  Aj')-*-a(x+'  Ax)  =  o  ^ 

retianchant  la  première  équation  aux  différences  et  divisant  par  Ax^  ott 
parvient  à  ce  résultat  ' 


A»y      /A"r\*  /ArV 


Ar 


+assoj 


et  pour  *Ax  :=  o ,  à  celui-ci , 

C^es^'à-dire , 

(^— mx)^''-l-y>  — aniy'-*-  i  =  o, 

qui  est  Té^tion  (3)  (pag.  67 }. 


/ 


M.  Camotj  dans  ict  Réflexion»  tur  la  méiaphjrêùpte  4h  Calcul  infini-» 
tésimaly  où  il  discute  avec  une  rare  lagacité  les  priocipes  de  ce  calcul ,  obserra 
qu'cQ  Teriu  de  la  loi  de  continuité  »  les  quantités  éTanonissantes  gardent  en- 
core le  rapport  dont  elles  se  sont  approchées  par  degrés  aTant  de  i^évanouir. 

Quelques  personnes  ont  été  d'avis  de  démontrer  d''abord  les 'règles  de  la 
diflireutiation  des  fonctions  algébriques  et  transcendantes ,  après  qnoi  eUet 
donnent  h  théorème  de  TayiOr  qui  sert  à  efiectner  les  déreloppeniens  ea 
série  des  fonctions  dont  on  a  déjà  assigné   les  coef&dens  différentiels  suo- 
cessiû^  mail  cette    marche  exige  qu'on  ait  d^abord  établi   cette   proposi- 
tion :  tout»  jonction  tTune  seule  variable ,  comporte  une  diQérentieUe 
première  de  la  forme  P</x ,  /e  coefficient  P  ne  pommant  deue^iir  nul  ou  infini^ 
tant  que  la  variable  x  rate  indéterminée*  Nous  allons  donc  en  donner  la 
démonstration  trouvée  par  M«  ^im^E^érv  ^  professeur  à  l'École  Polytechnique,  • 
et  simplifiée  par  M.  Binet  aîné,  répétiteur  à  la  même  École.  Nos  lectturt 
jugeront  peut-être    qu*aatant   Talait-il  commencer  par  le  théorème   de 
Tajrlor* 

Considérons  une  fonction  y  ^y3c  qui  ne  devienne  pas  infinie  et  qui  soit 
sonmise  à  la  loi  de  continuité  dans  PinterTalle  de  r^anrr:a-4-6^ 
et  soit  6  =  /Il ,  /i  étant  arbitraire  ^  et  oonséqnemment  i  étant  déterminé  ;  la 

fonction  .  ou    ^     .        ne  contiendra  que  la  variable  x  i  de 

Il  ^ 

plus  celte  fonction  ne  deviendra  pas  infinie  et  sera  continue  dans  le  m^me 

intervalle  ,  puisqu'il  en  est  ainsi  des  fonctions  Texjr*  Faisons  x  successi- 

Tement  égal  à 

et  soient 

Udf  I  ^t  9  ^%  y  ^3^     •    •    •    •  Jfnmmt  JS 

les  valeurs  correspondantes  de  yi  cellct  de  Youfi^X'^i)  seront  ivà^ 
élément 

Y-^Y 
dPoÀ  il  ioit  qna  ^  deviendra 

ji.x'^A       jtx^'jit      jii^^A^      ji^''^A'i  Jg— *^»— I  /a#\ 

^— : — 7   — T — }   """r — f  >•••  '•••  v'^h 

%  i  è  i  <. 

3o 
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ajoutant  ces   n  fractkmt ,   on  aura   pour  somme  ^  après  le»  rëdociioriv^ 

•  =  — ^-^—  =r  — -— .  On  remarquera  que  éuntia 

i  ni  b  b 

^me  ^)arlie  de  la  somme   des  n  fractions  (itf)>  ces  dernières  fractions  ne 

B  — ^ 

peuvent  être  toutes   plus  petites  ou  toutes  plus  grandes  que  ■  9 

b 

puisque ,  dans  le  premier  cas ,  un  nombre  n  de  ces  fractions ,  ne  pourrait 

B^A 
fiûre  une  somme  aussi  grande  que  ■  ■  «  et  que  ^  dans  le  scoonâ ,  U 

ne  '  pourrait  fiiire  une  somme  aussi  petite  \  il  fiiut  donc  que ,  parmi  les 
fractions  {M) ,  les  unes  soient  plus  petites  et  les  autres    plus  grandes  qno 

B^A 

— •  11  suit  de  U   que  i^  a  et  b  étant  des  quantités  déterminées  ,  ù. 

.  b 

Xott  €nt  Tarier  x  depuis  a  jusqu'à  b  par  des  degrés  très  -  rapprochés ,  la 
fonction  — : —  devra  ,  en  Tertu  de  la  loi  de  continuité  supposée ,  et  à  laqoeOtt 
la  grandeur  est  assujétie  dans  ses  cJiangemens ,  prendre  toutes  les  ralenrs  depm 

^  jusqu'à  '  :  il  y  aura  donc  d'après  un  théorème  connc 

i  i 

et  démontré  {^Alg,y  i»«.  sect.  ) ,  une  valeur  de  x  qui  rendra ^  =  .  • 

i  h 

Prenons  une  autre  quantité  c^b  tX  oommensurable  avec  6,  en  sorte  que 

b  n 

—  =  —  >  ou  que  b  étant ,  comme  ou  l'a  supposé  .  =  m  ,  on  <ut  c  =  im  : 

on  démontrera  de   la  mdme  manière  qu'ail  existe  une  Talenr  de  x  enti« 

a  et  c  pour  laquelle  7^  =  ,    C  étant  la  valeur  àt  j-  qm, 

répond  à  x  =s  a  -4-  c* 

Les  valeurs  que  reçoit  la  fonction ^  pour  les  Taleuie  de  x  depoit 

x  =  a,   jusqu^à    x=a  +  ^y    seront  d'autant  plus    nombreuses   et  ph« 

approché»  «,«,  le.  lùniu.  ^  «  £rd2=:  ,  ^„,  .„„  pH.  r«. 
croissement  i  plus  petit  et  n  plus  grand ,  de  teUe  sorte  que  in  soit  ton- 
jonrt  zzbi  mais  à  cause  de  «  =  — *   on  peut  supposer  aussi  que  Ta©- 
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crtâateniMit  c  ayant  d'àbcftd  été  pris  très-petit  »  ne  Tarie  plus  pendant  que 
b  et  n  décroîtront,  en  sorte   que  la  première  valeur  ; resic  la 

* 

même  ;  alors ,  la  dernière  restera  comprise  entre  les  limiles  des  valeurs 
précédentes  de  r^»  On  pourra  donc,  eh  conseryant  la  première  limite 

■»  en  rapprocher  indéfiniment  la  seconde* 

Ainsi, est  composé  d^une  quantité  invariable  — — ^—   indépen- 

b  i 

dante  de  ^ ,   et  d^une  autre  quantité  a  qui  diminue  indéfiniment  avec  h  y 

en  softc  qu'on  peut  poser 

— - —  =/?4-<, 

p  étant  une  fonction  de  a  ,  et  il  est  facile  de  prouver  qu'il  ne  peut  d'ail- 
leurs exister  une  autre  foliction  ^  de  a  qui  remplisse  la  même  condition  : 
car  si  on  pouvait  avoir  j 

à    ^  , 

on  aurait 

d'où  l'on  déduirait  nécessairement  p:=.q^  a=:  fi(  pag.  469  et  ^'jo  )* 

Concluons  de  là  que  si  aucune  valeur  de  x  depub  x  jusqu^à  x  -4~  t  oe 
rend  Jx  infinie  ,  le  rapport  . ^—   sera     composé    d^une   fonc- 

tion a  qui  décroîtra  indéfiniment  avec  i  qui  remplace  b ,  et  d^une  fonction 
de  -r  que  nous  désignerons  par  y  ,  ibnctiop  qui  est  le  coefficient  diiférentitl 

Ar 

du  premier  ordre  ,  et  en  même  tems  la  limite  du  rapport «   on  du 

rapport  de  Faccroissement  de  la  fonction  a  celui  de  la  variable. 

On  peut'  encore  déduire  de  là  une  <]émon8trauon  de  ce  théorème  étabfi 
(  P^*  4^^  )  •  ^t  y  =  fx  ne  devient  pas  infinie  de  x=:a  àx  =  a«t-b, 
9t  si  y*  cometyc  Iç  mène  ngne ,  ce  $ign€  sera  eelui  du  rapport  dû  tae/b 


t 


• 
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eroisêoment  de  la  /k^netion  h  f  accroissement  de  la  variable.  En  efifet  , 
«  pourant  être  rendu  aiud  petit  qu'on  voudra  ,  chacune  des  Taleurt  de 

.  =s  y  +  «  ,    pour    toutes  les   Taleurs  de    x    depuis   jc 

Jusqu^à  J^  +  «  ,  aura  le  aî^;ne  de  jr  qû  sera  œlui  de  leur  somme  ,  et  par 

conséquent  de  —7 — • 

liOTsqu^on  sait  déjà  former  les  coeificiens  différentiels  de  tous  les  ordres 
ou  •  les  àén'^étB  successives  d^uoe  fonction  quelconque  d^une  seule  variabie  , 
on  peut  passer  a  la  démonsintion  suivante  de  la  série  de  Tajrlor  ^  don* 
née  par  M*  Ampère:  en  partant  de  l'identité 

/(x-*-i)=:^  +  y'«  +  .ielC., 

trourée  ci-dessus  ,  remplaçant  x  +  i  par  A  ,  et  désignant  par  P  ce  que 
devient  ^'  +  «  après  la  substitution  de  4-—  x  pour  i  qui  reste  daas  «  ; 
ce  qui  donne 

il  prend  des  deux  membres  les  dérivées  successives ,  en  ne  fiûsant  varier 
que  X)  en  sorte  qu^il    obtient 

o=y  -^P'  {h^')-  P  \      (P   ^    r'  +   P'  (*-') 

o=r  ^p"  (A-x)-2P'(    jp'  ^ky  +1/^"  (*-*) 

o  =  jr«^  +  P'^  (A  — x)-  4/>*'J        [p"  =  t  ;r'^  -h  i  P'^  ( A  —  x) 

etc.  etc.  y 

oonséqoenunent 

/*=r+r'(*-')  +  ir"(A-*)*+  -V-^"  (*-*)' 

s  «o 
^'^(A  — x^  +  etc 


9.3.4 
et ,  il  cause  de  /î  ^  x  -I-  1 , 

••  qui  ek  U  série  connue  el  démontfée  do  pksifai»  manières. 


( 
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Les  appHc&tioiif  du  calcul  différtntiel  aux  courbes ,  reposent  sur  le  pmdpe 
suivant.  ... 

Soient  trois  exprestion* 

^  -♦-  jB  X  ^-  C  jc«  +  D  jp»  -4-  eic , 
-^+jra:+C*»-*-/yx3-+-  etc., 
A''¥  B'x  -¥  CTx»  4^  ZTx»  4-  eic. , 

tdUt  que ,  pour  tout/es  ht  videur»  de  x^  tes  vecteurs   de  la  seconde  se 

trow^ent   toujours  comprises  entre  celles  de  la  première  et  de  la  troi» 

sième;  si  ces  deux  dernières  esfpressions  ont  le  même  premier  tennè  ,  il 

sera  néceuairement  égal  à  «eAu  de  la  jecondb  ,  <^esuàf^irt  y  éft^ayant 

Az=.  A'*,  on  en  pourra  conclure  A  ^  A'. 

£ik  el&t,  si  l'on  prend  le  rapport  «Atre  là  première  s^e  et  la  troi- 

^-4--©  x  +  <;j:a  +  Djr'-f-etc.       ,      .        ,         .      . 
sième ,  on  aura  — — — ^  .^,  ,  fracuon  dont  la    li- 

ylf  '  -       ' 

mite  est  ■— f  =  i  ,  parce  que  ji  =  A*'  ;  mais  puisque  la  seconde  série  est 

toujours  comprise  entre  celles-ci  qui  tendent  vers  Tégalilé  ,  lorsque  y1  =  ^j 

et  que  x  ta  en  décroissant ,  elle  doit  pouvoir  se  rapprocher  indéfiniment 

de  Tune  et  de  Pautre  •*  donc ,    les  rapports  de  ces  trois  séries   prises  deux 

à  deux,  doivent  tendre  sans  cesse  vers  l'unité  :  et  comme  Ja  limite  du  rap* 

A  A 

port  entre  les  deux  premsifrs  est  — -r-»  on  doit  avoir  :=  i ,   d'où 

.A  •        A! 

Ar^A^AT. 

On  fiût  encore  usage  du  principe    suivant  que    quelques  auteurs  ont 
pris  pour  ttfue.de  la  géométrie. 

a  et  ^  éunt   des  quantités  consuntes  ,  «  et  j8  des   grandeurs  variables 
qu^on  peut  xendie  aussi  petites  qu'on  veut,  si  l'équatioii 

doit  avoir  iieh   quelque  petits  que  soient  «  et  0,  cette  équation  se  parta- 
gera dans  les  deux  suivantes  , 

dont  la  dernière    a  lieu  pour  tous  les  états  de  grandeur  de  «  et  4*  Ba 
efiet  ,  si  on  supposait 

a =i±ft, 
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k  éiant  conitADt,  on  aurait 

résultat  absurde  ,  puisque  «  décroissant  indéfiniment  anivant  l'iiypoib^^ 
il  n'en  seraii  plus  de  même  de  ^,  ce  qui  serait  contre  la  même  hy^ 
pothèse.  ' 

.   .      Quadraivre  des  courbes. 

Fig.  56.      Î/WPACE  PMOM'P'  est  toujomv  compris  entre  les  rectanglei  PJIfînP^ 
et   Pm'M'P'  dont  k  premier  a  pour  expression  PM.PP'  rs:  iy  tx  \% 

second 

(dv            d»r    i*  \ 

y  +  -^  i-¥  -^ 1-  etc.  ]  i; 
-^         àx            dï*    a  J    ' 

• 

dr 
c'est  donc  entre  ly  et   yi  H-  -- —  **  4-  etc.  ^  que  doit  se  trouver  comprit 

le  d«'veloppement  de  1  oirc  PP'MOM"  :  or,  ces  développemens  ont  le  même 
premier  terni  /  r  ;  il  £iudra  donc  ,  conformément  au  principe  (  pag.  4^)» 
égal  r  à  iy  le  premier  terme  du  développement  de  Taire  PP'M*03f  i 
or ,  en  désignant  par  E  l'espace  APM  fonction  de  AP  =  x ,  si  x  de- 
Tient  X  -*-  I  ,  IL  devient 


d'oîi 


àE  A*E     i» 

AP'M'MA  =  £:  -^  -—  »-«- H  eip. , 

dr  àx*      a  ^ 


àE  à^E     i* 

PP'M'OM^  -—  i+  T- +  etc.  : 

dx  dx*     a 


aiusi 


PP'mM^yi, 

àE  à^E      i* 

PP'M'OM=  «+ +  «le. , 

I  *         ■    dx    '        dx»      a 

PP'M'm'  =  y«  +  4^1»  4-  etc. , 
^  "^  dx 

at  con9équemmeia» 

àE 
i  — —  =  i^ ,    d'oo    àE  =  j^djy» 


I 
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Rectification  des  courbes. 
lie  triangle  Nctangle  MM'm  doane  pour  la  corde  de  Tare  MQJf'  ^  ^*  ^ 


MM'  =  y/Mm''   +  M' m*  j 

or,  en  prei^nt  Mm-=.  i,  on  a 

*  dr  d*r      I* 

M'm  =  k  =  -^,-+  -^ +  etc.  =  (»  4-  Pi);, 

dx  dr»     i.a 

^J'  d*r     i  d»r  i»  „^ 

en  dénotant  — ^^  par  » ,  et  — =^  —  +.  — ^  • +  etc.  par  Pu 

dx     *^    '^'         dji«     2  dx3      i.a.5 

D^près  ces  déaomînatioDs , 


menant  ensuite  la  tangente  il/iV,  on  tronyera 

dy 

2Vm  =  3f«  .  tang  NMm  = i  :=  pi  , 

dx 

ifcfiV=  Vlïm"  +  î>^=  \/i»  +  pn»  =  »  \/n-;>s 

Jlf' iV=  iVm -- ^'m  =  —  Pi«  , 

d^oà  on  conclut 


ilfiV  4-  iV3/' 


.  _   'v/'  -^jp*       —  ^»'*   _    V^-^p^      ^  ^^  .  ^ 


Lorsqpie  c  =  o  ,  ce  rapport  devient 


^  ■■■ 


Vi-^p* 

Qn  voit  anssi  qu^il  en  est  de  même  du  rapport  entre  Tare  MOM'  et  la 
pitftie  MN  de  la  ungente  comprise  ei^tre  les  deux  ordonnées  PM  et 
PfM\  puisque  Texpression 

MJS  iVTTJ'^ 


MM'        j  y ,  ^  (^4.  p,y 


rf 
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a  pour  limite  Fimité ,  en  obsçmiu  que  cette  circomtanoe  n'a  lien  que  parce 
que  les  axes  coordonoét  sont  à  an^e  droit. 

L'arc  MOM*  ëunt  toujours  compris  entre  MM*  et  ifeW  +  ^M\ 
développement  le  sera  entre  ceux  des  expressions 


i  1/1  +  (;»  4-  Pi)*    et    «  ^1-4-  ;H      —  Pi»  : 
or 

i  V/i  +  (;?  +  P*)«=  I  ^1  ^p»  +  uPpi  +  Pn^}^^ 

1. 

Or  «  ce  résnlttt  qni  représenta  MM* ,  ayant  le  aoéaie  premier  terme  q«e 
MN  +  ]SM\  il  suit  de  ce  qui  a  été  démontré  (psg*  4^)  9  T^  1^  déve- 
loppement de  Tare  MOM\  hilennédiaire  entre  MM'  et  M^  -^  ?IM\  aura 

également  iV(i  +^*  pour  premier  terme  :  or,  en  désî|;naDt  ptr  a  IWc 
^^,  on  sait  que  $  est  une  fonction  de  x,  ^ui ,  lorsque  x  se  change  en 
X  -♦-  «,  doTient 


d'où 


^.«        •,^.>.  ^*  d»*       i« 

dx  dx*     i.a 


as  d»*      î* 

dx  dx>    I .  a 


et  eonséquemment  I 


cette  formule  et  la  précédente  ont  été  trouvées  (  pag.  oSy  et  a63  ]. 

Cuhature  des  yolumes  de  riçolution, 

TuoTrrBR  Fexpression  du  Tolume  ^gendre  par  la  rérolntîon  autour  da 

^*       *  l'axe  des  abscisses  de  l'espace  j4PM  ,  volume  qui  eit  fonction  de  x.  Soit 

y  ce  volume  qui  devient  V -¥  ^V  lorsque  x  te  dunge  en  x  -4-  i  :  on 

aura  toujours  LV  plus  grand  que  le  Toinme  du  cylin<|iie  engendré  ptf 
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le  pinlUkigniumc  PP'mM,  et  moindra  qae  celui  du  cjUndre  itigendri 
pir  ta  N*olution  du  panlUlogrtinnia  PP  M'ai:  Or  en  ''^■g""^t  pu*-  la 
circoniëraïKe  dont  la  diamilre  =  1  ,  on  ■ 

Ml.  cjj.  PP'mM=rr'i, 

Yol.  «jl.  PP'JU'm'  =  ir  (y  +  *)•  i  =«  !>•  +  a  »  i*]r  +  rik: 
D'vlleun, 

'.al  àr  MPP-Jir  =  -~i^~-.  —  ^^ 
donc  ,  d'aprti  la  prinapa , 

àf 
-- —  =  'ry,    d'ol    df=wf^di: 

formule  tniuTfc  fp*g'  ^4  }■ 

Mesure  det  sutJMts  de  révolution. 

Si  on  anpime  que  la  courbe  AMM'  tonme  autour  de  TaM  det  «biclim 
l'irc  jIM  cDgendren  une  lur&ce  eonoïdjqne  que  nom  reptàoiterona  par 
■urf.  AM  :  et  uoih  d^gneroni  par  A  lurf.  AM  celle  qni  aéra  dlcriie  par 
la  reTotution  da  l'arc  MOM'.  Or  v  on  a 

■nd'.  •raJffO-'V>Mrf.  dn  cône  tronqua  qm  a  pour  oM  coide  MM', 

et  <|furf.  du  cône  trojiqnf  qui  ■  pont  côl^  Mug  MPI, 

•t-  dUHrencB  dci  cerdci  concentriquM  dont  la   njont 
•Dut  FN  «t  P-M-. 
Traduiiant  tonte*  oc«  Mir&co ,  00  trmve 


F.g.60. 


iorf.due*nettonquédeUcordeJfJI/'=il/  i+^_^YK»f^!^^ 
«urf.  do  rfna  Honqn*  de  taoj  il/A  sar^r^î.  jî^  .ïVl/  '^C-T-)' 


antf.  du  c«rc(e  FM  =  r  (,7^  +  a*;-  4.  JbJ 
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«rf.  cercle  />'iV=  sr  {r*-»-^^'./^-*"  **(^)'}  » 

(à*y         i*  \ 

rr-  '  +  etc.  I  +  etc.» 

•D  obserVant  que  k  =  -- —  «  + -♦-  etc. 

or  dx*     i.a 

Or ,  les  sur&cet  qui  interceptent  Taire  engendrée  par  Tare  MOM'y  ODt  It 
mhnt  premier  terme  aa-  ijr  1/    *  "*"  { 'T'  )  >  ^^^^^  >  d'après  le  j^cipe  , 

en  obserYant  qu'on  a  trouvé  plusbaut  arc  MOM*  =r  d*  =  dx  Vf    i+J  _  j  i 
coDséquemment 

surf^  urcAM^  ^Trjjrdê^ 

comme  on  l'a  tromi?  dans  le  texte  (page  336  ). 

Nous  crojons  en  avoir  assez  dit  pour  mettre  le  lecteur  à  portée  d'ap- 
pliquer le  principe  à  la  recherche  des  expressions  des  Tojomcf  et  des  ains 
qui  ne  sont  pas  de  révolution  ;  et  d^a illeurs  il  trouvcm  dans  le  texte  Ici 
axpressions  d«s  volumes  et  des  «ires  limites.  .  • 
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